
 Dérivabilité

1 Généralités

Définition Soit f I R à estunintervalle et a EI

On dit que f est dérivable nasi

Liz flatht ff7 existe etestfinieh

Dansce casonnote lemouludérivéen a j'la plug flat
ht fla
h

Remarque Onpeutdemaniere équivalente chercher lui f1 flat
a sa n a

La quantité the flat est le taux d'acuoissement defeutre seetane a

La limite quand se tend rasa lorsqu'elle eniste correspond à l'amaissement

ponctuel au point a

exemple Regardons f n n 1 sur R Fixons a E R

flatz flat lathila lait Laghth La h

done plug flathàfal lui Lath La
en so

Donc file La



Définition Soit f I R et act

Si lui J ht J esisteetestfinie ondit que festctuivalle à droiteb sot h

en a et annote fallal lui flatht flathot h
Si lui Fath J cisteetestfinie ondit que festctuivalle à gaucheh o h

en a et annote f la lui flatht flat
ho h

Remarque Losque la fonctionétudierm'estdéfiniequed'uncôte dea

l'une de sesdérivées n'apasdesens paremple si Mnm'apasde ctencerigantuend

Proposition festdeuvalleà droite età gauteenaetfala fjla
si et seulement si festduivalleena

Lecas échéant fallat flat fg'la

Remarque Ons'intéresse à ces dérivéeslosqu'ona affaire à une fonctiondéfinie
en plusieurs morceaux au losquelesigneraêtrediffautàdroiteetà gaufre

meugle Soit flu la III Etudions ladérivabilité no

lui flotht flot lui 1h1 o

b sot h a sot h THE t 1

lui flotez8 lez ha h
h so

done fd 101 1 fylole 1 done ofn'estpasdénnable en 0



Définition Si f E R estdérivableen a on dit que lacourbede fadmet
une tangente aupointd'absisie x ce d'équation y f la la a fla

Remarque La tangenteen a à la courtede f est la droite qui touche
la courbe aupointd'abaisse va et qui auvoisinagede a se confond

avec la courbe

µ

Lestangentespermettent dedonnerdes

appreninations descourbespardes

droites
la

Noterque lemoule dérivéede feua estlecoefficient directeurde la tangente

La tangente en a estla droite demême direction queEj etquilatacheen a
Quandon s'éloigne dupoint d'alsinia la tangenteet la courben'ontplusgrandchoseà voir

Proposition Soit f I R et a EI

Si festdérivable en a alors f estcontinue en a

ma
ma ÎÊÊÎÎEPreuve Soitse a fa f a flat flat

dour flat II fait dourfestcontinueen a

enemplit Soit f a

frélux six so définie sur Ca tout
0 si re o

Etudionsla dérivabilitéen 0f don not canfmetpasdéfinie àgantsde0

flot ht flot a 14h
h a blah



done lui
b so

Mi f6
p

0 parnoinances coupures

Dous f etdérivable no l j 101 0 et f est done continue end

eneuple2 Lantripoguestfausse re lat estcontinueen0 maispasdérivalleeno

Définition Soit f I R Ondit que festctervalle suis

si fetteuvable en toutpointa de I

Oua alors une nouvelle fonction f a f la la dérivéede f
I R

Définition Soit f I R Seita EI Si lesflath flat t on o
h

alors on dit que la courledefadmetmatangentevertinaleaupaitd'abaisse se a

Exemple flat_Man'estpasdérivalleenoiarthflothât Hi ghmazio
mais la couleradmetunetangenteverticaled'équation se 0

2 Dérivées usuelles

Proposition Soient f etg deux fonctionsdérivables sur un interalle et der

f tg et dérivable et If gl I f tg Linéaritéde la

Sf et dérivable et ff jy
dérivation

fg et
dérivable et lfg j'gt fg

J estativalleloiaifne
s'annulepaset f I pt

tg estituivalle là où gnan'annelspaset f I f's f s
g

Soitm EN f estdérivable et f I m f f



Proposition Fonctions flat Dérivées j'Int Domanidecteunallite
X LER O R

x ment nxm R

en et

Rental Jointx

Mu 1
2L IO toc

1
x Ter Rt

E Ment Ima Rt

Proposition Soit f I J etg R dérivallessuIetJrepectilement

g f I Restdeurablesur Iet

KEI g f a _j a j flat

Proposition Fonction Dérivée Domanidecteunallite

êt n a e domainede u

lalala d'la
u a

la ou ululso

cela MENT mulluleulat domaine de u

Remarque Retenons que toutes les fonctions usuelles duprogramme

sont dérivables là où elles sont définies sauf



n Mn m'estdérivalleque sur Jo toc

ans tel n'est dérivalle quem IR 1204
n Las n'estpasdérinalle sur Z vu moncontinue sur Z

3 Etudes de fonctions durables

Théorème des accroissementsfinis Soit faux fonction continue sur Cab
Cab dérivable sur Ja bl Si 1f estmajoréparunréel k sur Jablalors
VCayle CaD2 Ifla flylle k la y

Remarque le théorème nous servira enpratique pourlesétudes desuitenéanentes

Proposition Soit f I R ctuirallesurI ai Est un intervalle

Si j'estnulle sur alors f estconstante sur
Si J'etpositivesur I alors f et nonante sur I
Si j'et négative sur I alors f et duaissante sur

Proposition Soit f I R déirallesurI ai Est un intervalle

Si f estpositivesur I Alas feststudenent

Si J'mevantoqu'enun nombrefini depoints I croissante sur

aneuple Si flat n2 sur R f la 2220 et s'annuleseuleurteno



dou feststrictement cassante sur R etpasseulement RI202

Remarque On a leroultat plusgénéralsuivant

soit f Is R continuesur I

si f etdévalle sur I saufen un moulesfinidepoints etquesa dérivée
est statementpontive alors fetstuctementcroissante sur

exemple flat Mn surCo bot eststrictementcroissante sur Catane

On prendra garde à n'utiliser ces resultatque sur des intervalles

En effet flat je su RT pareneuple a unedérivée statement

négative sur R mais ellem'eststrictementdetaissantequesur 3 pot
d'une part et sur 30 toi d'autrepeut l la simpleobserationde
sa courbesuffitpourvoi qu'ellen'estpasdéraissante sur Rt

Définition Soit f I R we I

Ondit que f possède un manoir en no sur I si

Jao Et I Vx E I flat c fluo
Ondit que f possède un maximun local en no s'il esisterminteralle J

contenant no tel que fadmetun maximum no sur J

Ondéfinit demême lesmotions deminimum etde minimum local

Dans l'un ou l'autre cas onparle d'extremum local ou non



si

s s

f admet unmaximum eux 3 sur E3,53 etunmaximun local eux 2

Proposition Soit f I R duivablesur l'inténalli

Si j'taule en no EI enchangeantde signe alors

faduret un entier loral en no

Remarque lechangementdesignede f traduit un changementde sas de narration
donc un bosse auniveaude lacourbe

Définition Soit f I R Ondit que festde classe c sur I

si festdévirablesur I a f estcontruire sur
Remarque Enpratique nous remonteronspeude fonctas étantdérivallemais

pasde classe C Mais si ondemande demontrerqu'une fonctionetde

clans C1 on n'oubliera pasde paver enplusde la dérivabilitélacontimitedef



Méthode démontrer une inégalité à l'aide desdérivées

exemple Montrons que tres 1 lu 1111 re

Posons glu re lu 11 a montraisalorsque

glnlzo.gestdainalleetikes1gilnt 1 j.ae Ia
donc on a les variations deg U 1 0 to

I o

gin
dou g

admetunminimumsur 1 tant eux quivantglo o lui 0

Donc Kes 1 glas 20 Fus 1 se lanta

Méthode Clubs de livites

Proposition On a les limites suivantes qu'lèventlesfansindéterminées

lui 1 1
o

lui l 1
so

LE HIT x ai xer

Preuve Posais flt et girl luat h te atti

lui et_
Yo

lui floth flop
so x file e 1

festdéivalleeno

lui UGHI lui 91 1 9 agio I e
X D

g valleeno



lui 11 1 1 lui chlotx blo hilotalitolEx
so Ho hotvilleeno

enemples lui et r

no an
1 car 2kg0

lui e 22

a so n Ej
é

à f2 ve r

lui la 1 2

a so n
lui la xa exo
a so

À lui la 1 11
not I

1 car ici la
domainepeutpercosiderertcomex so


