Lycée Jacques Decour

TD : Séries

1. Déterminer la nature des séries suivantes et calculer leur somme lorsqu’elles convergent.

(a) En>1 % - %H (d) Zn)O ein — e n—1
(B) X2 Grrap — Gip (€) LpsoVn+3—vn+d

n n2
(c) Zn>1 In (#) () Zn>2 In( (n-l,-l)(n—l))

2. Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme.

2
(a) Zn}O % (e) ZnZO %
3
(B) > Wl 0 3. L2 gt
(©) Toze T oo 1
J n+(n—1)2"+(n+1)4"~
(d) Zn)O (n—ﬁl)! (g) Zn}:’) ea )(nj2()'+ )
3. Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme.
(2) Epz0 ()" (&) Tpi k27
b 1yn—2 k
(( ; %"23 (El (h) > pso(k—1) (3)
c n>1 € . —k—
(@) Tz gt +27" () Tizolk+3)e™
n>0 37
(e) Zk>1 eik(m2+1) oiz € R (.]) Zk>2 k(k - 1)€7k+2
k—1 ke k k
(f) 21@1 k (i) (k) 21@2 etk (%) +k(k—1) (%)

4. On pose, pour n € N*, S, = Y/ 4.

(a) Montrer que, pou k > 2: 15 < R
(b) Montrer que ﬁ =1 -1

(c) En déduire que S,, <2 — 1.

)

(d) Montrer que la série > -, = converge et que :3 4 <2

5. Pour tout n de N*, on pose u,, = (n"le),

(a) Déterminer a,b,c € R tels que : Vk > 3, up = % + (k_bQ)! + o

(b) En déduire que la série ), - u, converge et donner sa somme.

6. On se propose d’étudier la suite (u,),n définie par up = 0 et par la relation de récurrence :

2
1
Vn € N,’U,n+1 = un2+ .

(a) Montrer que, pour tout n € N, ona: 0 < wu, < 1.

(b) Etudier les variations de la suite (uy),,cn-

(c) En déduire que la suite (uy), o converge et donner sa limite. Pour tout n € N, on pose :
Uy =1 — uy.

(d) Pour tout k € N, exprimer vy — vg4+1 en fonction de vg.

(e) Simplifier, pour tout n € N, la somme Y _ (vx — V1)

(f) Donner la nature de la série de terme général v2 ainsi que la valeur de Y25 v7.

7. On va étudier la nature de la série dite harmonique : ) - %

(a) Expliciter la somme partielle d’ordre n de la série > -, In (1+ 1) et en déduire sa nature (on
fera apparaitre un télescopage).
(b) Montrer que, pour tout x > 0,In(1 + z) < z.
2 3 s 1
(c) En déduire la nature de la série » -, o
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1x3X5X...xX(2n—1)

8. Soit la suite (u,) définie par : Vn € N*, u,, = ~5 o

. (n4+Duy,
(a) Montrer que : Vn € N*, 5r et > 1,
(b) Montrer que : Vn € N*, nu,, > u;.
(c) Etudier la convergence de la série S u,,.

2k+1

m. Calculer la limite de ces suites en

9. On considére : Vn € N, S, = Y1, (zzikk), et T, =1 g

s’intéressant & leurs sommes et leurs différences.

10. En utilisant un télescopage montrer que les séries > 227?21@ et 1‘3.5“.?(% ) convergent et

calculer leurs sommes.

11. Montrer que pour tout a €]1, —l—oo[,a%rl = L — 2 En déduire la nature et la somme de 3 q(ﬁi?ﬂ
avec ¢ > 1
12. Soit les suites (uy) et (v,) définies sur N* par u, = > ;_, 7 €t vy = up + .
(a) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
(b) Quelle est la limite de la suite (uy)?
(¢) Soit e > 0 fixé. Expliquer pourquoi % < ¢ est une condition suffisante pour que wu,, et v,

soient des approximations de e & € prés.

(d) Ecrire un programme Python qui donne des valeurs approchées de e & 1073 prés.

(e) * On suppose qu’il existe p € N et ¢ € N*, tels que e = %. En utilisant que u, < e < vg,
montrer que 1'on aboutit & une contradiction. Qu’a-t-on démontré ?

13. Soit (uy), une suite réelle qui converge vers 0. Montrer que les séries de termes généraux u, et
Up = Up, + Upy1 sont de méme nature. (On raisonnera par double implication).

14. Soit (u,) une suite décroissante ayant pour limite 0. On pose S, = >_}'_,(—1)*u.
(a) Prouver que (Sa,) et (S2,41) sont adjacentes.
(b) En déduire la nature de la série >, - o(—1)"un

(c) Justifier qua la série > -, (_i)n converge mais ne converge pas absolument (on pourra utiliser
les résultats précédents ainsi qu’un exercice de la feuille).

15. Soit (u,) une suite positive telle que >_, -, u, converge. Prouver que »_ ., u? converge.
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