S.MARQUIER - LYCEE DESCARTES

PROGRAMME DE KHOLLES ECG-1 : SEMAINES 19 ET 20

‘ Les démonstrations des énoncés encadrés sont exigibles ‘

EQUIVALENCE ET NEGLIGEABILITE DE SUITES

u = (Un)nen €t v = (Vp)nen deux suites.

+ Définition : On dit que u est négligeable devant v lorsqu’il existe (¢, )nen telle que :

A partir d’un certain rang, u,, = €,v, ettelleque lim ¢, =0.
n—-4o0o

Onnoteu=o(v)ouu, = o(v,)
n—-+oo

x Caractérisation pratique de la négligeabilité : Si, a partir d’un certain rang, v,, # 0. Alors :

U, = o(v,) < lim )
n—-+oo n—-+oo Un
« Transitivité : Si w, = o(vp)etv, = o(w,) alors u, = o(wy).
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

CQ — — 2 _
* Somme : Si Un = dwy,) et Un = dwy,) alors V(a,b) € R?, aun—i—bvnn_}— . o(wy,)

« Multiplication par une constante : Soit A € R* 1 u,, = o(v,) <= u, = o(\v,)
n—-+4oo n—-+oo

it - 3 — !/ i ! _ A
* Produit : Si u, e o(ul,) etvy, et o(v;,) alors uy,vy, e o(unvl))
o( (up,)*).

* Puissance: Si u, = o(u,) alors Vk € N* (u,)f =
n—-+oo n—-+o0o

Si u, = o(u))avecu,etu), > 0aper,alors Ya >0, (u,)* = o((up)®)

n—-+00 n—+oo
+» Comparaison des suites usuelles de méme type : Soient a et b deux réels.
Si a<b alors n* = o (nb)

n—-+oo
. a o b
Si a<b alors (Inn) s ((1n(n)) )

Si 0<a<b alors a” = o(b")

n—-+oo

*x Comparaison de croissances de suites divergeant vers I’infini

Si a et b sont deux réels positifs non nuls alors (In(n))* = o(n®)
n—-+00

Si aetgsontdeuxréelstelsquea > 0etg > 1 alors n* = o(q")
n—-+o0o

Si gestunréeltelsqueg > 1 alors ¢" = o(n!)
n—-+oo

* Comparaison de croissances de suites de limite nulle :
1
Sio<g<1l alors — = o(¢")
n! n—+4oo 1
Sio<g<letb>0 alors ¢" = 0(—)

n—-+oo
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Si a et b sont deux réels positifs non nuls alors — = o ——
nt noree \ (In(n))

+ Définition : On dit que u est équivalente a v, et on note u,, ~ vy, lorsqu’il existe
n oo

—+
(An)nen telle qu’a partir d’un certain rang, u,, = v, A, et lim A, =1
n—-+oo
L . . . L. AN . (%
* Caractérisation pratique de I’équivalence si apcr, v, # 0:u, ~ v, <= lim — =1
n—-+oo n~>+oo’un

+ Transitivité : Si v, ~ v, et v, ~ w, alors u, ~ w,
n——+00 n——+oo n—-+o0o

x Symétrie: w, ~ v,<= v, ~ Up.

n—-+oo n—-+oo
* Siu, ~ v, etv, = o(w,) alors u, = o(wy).
n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o
* Siu, = ov,) et v, ~ w, alors u, = o(wy,).
n— 400 n——+00 n—-+00

« Equivalence et négligeabilité :

~ Uy = Uup—v, = o) &= up—v, = o(uy)
n—+00 n—+00 n—-+00
Up = 0n) <= Upn+uv, ~ v,
n—-+4oo n—-+oo

* Equivalence et limites : Soita € R.Siu,, ~ wv,etsi lim v, = a,alors lim u, = a.
n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

+ Equivalence et signe : Si u,, o U alors les suites u et v sont de méme signe a.p.c.r.
n—r—+00

* Siap, #0,alors: ag+ain+...+apn? ~ apn?
n—-+o0o

« Equivalents usuels : Soit u une suite de réels telle que lim u, =0 Alors:

n—-+oo
* e —1 ~ u, In(1+wu,) ~ uy
n—-+oo n—-+oo
u2
* sin(u,) ~  up tan(u,) ~  ug 1—cos(u,) ~ —2
n—-+oo n—-+oo n—-+oo 2
L U
* VaeR, (1+u,)*—1 ~ oau, enparticulier, T +u, -1 ~ =
n—-+oo n—+oo 2

x Opérations sur les équivalents

Produit: Si w, ~ wu, etv, ~ o, alors u,v, ~ wl v,
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
!
. : / / / Un U,
Quotient: Siu,, ~ wu,etv, ~ v, avecv,,v, # 0apcr,alors — ~ —
n—-+4oo n—-+o0o Un n—-+oo ’U;l

Puissance :

. ~ / * k ~ k
Si uy, WD Un alors pour tout k£ € N*, (uy,) et (vn)

Siu, ~ wv,avecuy,v, > 0apcr,alorspourtouta € R, (u,)* ~ (v,)®
n—-+oo n—-+oo

Valeur absolue : Si u,, ~ w,alors |u,| ~ |v,]
n—-+oo n——+00
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EQUIVALENCE ET NEGLIGEABILITE DE FONCTIONS

x Définitions et caractérisations pratiques : fonctions équivalentes, fonctions négligeables.
* Propriétés élémentaires : transitivité, symétrie, équivalents et petits o
x Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a
f@) ~ gla) = @) - g(x) = olg(x)) = F(x) —g(x) = o(f(x))
@) = olg@) <= [(x)+g(x) ~ g()
« Equivalence et limite Equivalence et signe
s Equivalent d’un polynéme au voisinage de +oc et de 0

x Les théorémes de croissances comparées

+ Equivalents usuels en 0 : ¢* — 1 ~ z ; In(l+2) ~ z; sin(z) ~
5 z—0 x—0 z—0
tan(z) ~ x ; l—cos(xz) ~ T ;s VaeR, (14+2)*—1 ~ az ; V1+a-1 ~ z
x—0 z—0 2 x—0 z—0 2
s« Equivalent usuel en 1 : In(z) ~ z—1
r—1

x Opérations sur les équivalents et les «petits 0»

*x «Changement de variable» dans un équivalent : Soit © une fonction définie au voisinage
de a telle que lim u(xz) = b. Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de b telles
r—ra

que f(y) ol g(y) alors f(u(z)) ~ g(u(z)).

KHOLLE N°11-2/2

SERIES

Définitions : série de terme général u,,, suite des sommes partielles, nature d’une série.
Dans le cas ol la série est convergente : somme de la série.

Proposition : Soit (uy )n>n, une suite. Alors :

La suite (U )n>n, converge <= la série E (ugk+1 — ug) converge.

Condition nécessaire pour la convergence d’une série : Si la série E uy, converge, alors

lim wu, =0
n—-+oo

Somme de deux séries

Les séries Z q~, Z kg let Z k(k — 1)¢" 2 convergentssi ¢ €] — 1, 1[.
On a alors :

+oo 1
Z ¢ = T4 ‘série géométrique‘
k=0

+oo 1

E kgt~ = W ‘ série géométrique dérivée d’ordre 1
—4q

k=1

+oo

2

Z k(k—1)¢" 2= W série géométrique dérivée d’ordre 2
—q

k=2

. . 1
Séries de Riemann : Soit o € R. La série Z T converge <= a>1

k too K
PR . L. X x
Théoreéme (admis) : Pour tout x € R, la série E T est convergente et E o e
! = k!

x

Définition de 1’absolue convergence

Théoreéme (admis) : Si une série est absolument convergente, alors elle est convergente.
Nature d’une série a termes positifs

Critere de comparaison des séries a termes positifs

Critere de négligeabilité des séries a termes positifs

Critere d’équivalence des séries a termes positifs



