
Mathématiques – ECG1 DS 1

CONCOURS BLANC 1

Lundi 15 janvier 2024, de 8h à 12h

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part important dans l’appréciation des copies. Les candidats sont invités
à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs. Aucun document n’est autorisé.
L’utilisation de toute calculatrice et de toute matériel électronique est interdite. Seule l’utilisation d’une
règle graduée est autorisée. Si au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur
d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il sera amené à prendre.

• Partie 1 - Adaptation de l’épreuve ECRICOME 2018

•• Exercice 1
Soit a ∈ R. On considère les deux matrices suivantes

A =
1

1+a2

(
1 a
a a2

)
et B =

1
2

(
1 1
1 1

)
1. Montrer que B2 = B.
2. Montrer que A2 = A.
3. Calculer la matrice AB.
4. Pour quelle·s valeur·s de a ∈ R a-t-on AB = 02 ?
5. La matrice A est-elle inversible ?
6. Trouver (x,y) ∈ R2, (x,y) 6= (0,0), tel que

A
(

x
y

)
= 02,1.

7. On dit que la matrice A est de rang 1 s’il existe λ ∈ R tel que(
a
a2

)
= λ

(
1
a

)
.

Montrer que la matrice A est de rang 1.
8. Montrer qu’il existe γ ∈ R tel que

AB
(

1
a

)
= γ

(
1
a

)
.

9. Montrer que

∀x ∈ R, x 6
1
2
(1+ x2).

10. En déduire que γ ∈ [0,1] (où γ a été déterminé à la question 8).

•• Exercice 2
1. On note

ϕ =
1+
√

5
2

.

(a) Montrer que 2 <
√

5 < 3.
(b) En déduire que ϕ > 1.
(c) Montrer que les réels ϕ et − 1

ϕ
sont les solutions de l’équation suivante

x2− x−1 = 0.

(d) Montrer que

− 1
ϕ

=
1−
√

5
2

.
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2. On note f l’application définie par

f : R2 → R2

(x,y) 7→ (x2− y,−x+ y−1)

(a) En utilisant la question 1(c), montrer que

(ϕ,ϕ +1) et
(
− 1

ϕ
,− 1

ϕ
+1
)

sont des antécédents de l’élément (0,0) par l’application f .
(b) En déduire que f n’est pas injective.
(c) On cherche à montrer que f n’est pas surjective. Plus précisément, on veut montrer que l’élément

(−2,0) n’admet pas d’antédécent par l’application f .
i. Supposons par l’absurde qu’il existe (x,y)∈ R2 tel que f (x,y) = (−2,0). Montrer que, dans

ce cas, x est nécessairement solution de l’équation x2− x+1 = 0.
ii. Conclure.

3. On considère la matrice

A =

(
1+
√

5 −1
−1 1

)
(a) Soit λ ∈ R. Calculer A−λ I2.
(b) Montrer que

A−λ I2 n’est pas inversible ⇔ λ
2− (2+

√
5)λ +

√
5 = 0.

(c) En déduire l’ensemble des λ ∈ R tels que A−λ I2 n’est pas inversible.
4. On considère la suite (un)n∈N définie par, u0 = 0, u1 = 1 et

∀n ∈ N, un+2 = un+1 +un.

(a) Calculer u2 et u3.
(b) En utilisant la relation de récurrence deux fois, montrer que

∀n ∈ N, un+1×un+3−u2
n+2 = u2

n+1−un×un+2.

(c) Montrer par récurrence que,

∀n ∈ N, un×un+2−u2
n+1 = (−1)n+1.

On pourra utiliser la question 4(b) pour faire tourner l’hérédité.
(d) Recopier et compléter la fonction Python suivante afin que, prenant en argument un entier n > 2,

elle calcule et renvoie la valeur du terme un de la suite (un)n∈N.

1 def fibonacci(n):
2 u = 0
3 v = 1
4 for ...........
5 ..........
6 return (........)

(e) Justifier qu’il existe des réels A et B tels que

∀n ∈ N, un = Aϕ
n +B

(
− 1

ϕ

)n

.

(f) Déterminer les constantes A et B.
(g) Montrer que

∀n ∈ N∗,
un+1

un
=

ϕn+1−
(
− 1

ϕ

)n+1

ϕn−
(

1
ϕ

)n .
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(h) Démontrer que

lim
n→+∞

ϕ
n =+∞ et lim

n→+∞

(−1)n

ϕn = 0.

(i) En déduire que la suite
(

un+1
un

)
n>1

converge et déterminer sa limite.

5. On considère la suite (Sn)n∈N∗ définie par

∀n ∈ N∗, Sn =
n

∑
k=1

(−1)k

ukuk+1
.

(a) Calculer S1 et S2.
(b) Montrer que

∀p ∈ N∗, Sp+1−Sp =
(−1)p+1

upup+1
.

(c) En utilisant le résultat de la question 4(c), en déduire que

∀p ∈ N∗, Sp+1−Sp =
up

up+1
−

up+1

up+2
.

(d) Soit n ∈ N∗. En calculant la somme

n

∑
p=1

(Sp+1−Sp)

de deux manières différentes, montrer que

Sn+1 +1 = 1− un+1

un+2
.

(e) En déduire, en utilisant les questions 4(i) et 5(d), que la suite (Sn+1)n∈N∗ converge vers −ϕ .

• Partie 2 - Adaptation de l’épreuve EDHEC 2003
Dans ce sujet, on se propose de déterminer explicitement le terme général de la suite (un)n∈N définie par

u0 = 0, u1 = 1, u2 = 1,

et par la relation, valable pour tout n de N,

un+3 = 4un+2−5un+1 +2un.

Pour cela, on pose, pour tout n de N,

Xn =

un+2
un+1
un

 .

1. (a) Déterminer une matrice A ∈M3(R), indépendante de n, telle que

∀n ∈ N, Xn+1 = AXn.

(b) Recopier et compléter le programme Python suivant afin qu’il calcule A2.

1 import numpy as np
2 import numpy.linalg as al
3 #On definit la matrice A
4 A = np.array (......)
5 #On calcule la puissance deux de A
6 ........

(c) Montrer que
(A− I3)

2(A−2I3) = 03.
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2. On considère le polynôme P de R[x] défini par, pour tout x ∈ R, P(x) = (x−1)2(x−2). Soit n ∈ N,
n > 2, fixé dans toute cette question.

(a) Justifier l’existence et l’unicité d’un couple (Qn,Rn) ∈ R[x]×R2[x] tel que

∀x ∈ R, xn = P(x)Qn(x)+Rn(x).

(b) On admet que le polynôme Rn est de la forme,

∀x ∈ R, Rn(x) = an +bn(x−1)+(2n−n−1)(x−1)2.

En évaluant la relation de la question 2(a) en x = 1, montrer que an = 1.
(c) De manière similaire, montrer que bn = n.

3. On admet que la question précédente permet de montrer que

∀n ∈ N, An = I3 +n(A− I3)+(2n−n−1)(A− I3)
2.

En déduire, pour tout n ∈ N, l’expression matricielle de An.
4. (a) En utilisant la relation de la question 1(a), montrer par récurrence que

∀n ∈ N, Xn = An

1
1
0


(b) En déduire, pour tout n ∈ N, un en fonction de n.

• Partie 3 - Adaptation de l’épreuve ECRICOME 2009
À tout triplet (a,b,c) de réels, on associe la matrice M(a,b,c) définie par

M(a,b,c) =

a a a
0 b b
0 0 c

 .

On désigne par E l’ensemble des matrices M(a,b,c) où a,b,c sont des réels. Ainsi

E = {M(a,b,c)| (a,b,c) ∈ R3}.

1. Description de l’ensemble E.
1. La matrice B suivante appartient-elle à l’ensemble E ? Justifier.

B =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


2. On considère les trois matrices suivantes

M1 =

1 1 1
0 0 0
0 0 0

 , M2 =

0 0 0
0 1 1
0 0 0

 , M3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

(a) Montrer que les trois matrices M1,M2 et M3 appartiennent à l’ensemble E.
(b) On suppose qu’il existe trois réels λ1,λ2,λ3 tels que

λ1M1 +λ2M2 +λ3M3 = 03.

Montrer que λ1 = λ2 = λ3 = 0.
(c) Soient (a,b,c) ∈ R3 et M(a,b,c) ∈ E. Montrer qu’il existe trois réels α1,α2,α3 tels que

M(a,b,c) = α1M1 +α2M2 +α3M3.
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2. Cas particulier de la matrice M(1,2,3). On considère la matrice P donnée par

P =

1 1 3
2

0 1 2
0 0 1

 .

1. Justifier que P est inversible.
2. Montrer que,

∀B ∈M3,1(R), l’équation PX = B admet une unique solution.

En déduire P−1.
3. Montrer que la matrice D = P−1M(1,2,3)P est une matrice diagonale.
4. Montrer que pour tout n ∈ N, [M(1,2,3)]n = PDnP−1.
5. En déduire l’expression de la matrice [M(1,2,3)]n en fonction de l’entier naturel n.

3. Cas particulier de la matrice M(1,1,1). On pose

J = M(1,1,1)− I3.

1. Calculer les matrices J2, J3.
2. En déduire, sans démonstration, l’expression de Jn, pour tout entier naturel n > 3.
3. En déduire que, pour tout entier naturel n > 2

[M(1,1,1)]n = I3 +nJ+
n(n−1)

2
J2.

Pour résoudre cette question, on admet que lorsque deux matrices A et B de M3(R) commutent,
c’est-à-dire lorsque AB = BA, la formule du binôme de Newton est valable, c’est-à-dire que

∀n ∈ N, (A+B)n =
n

∑
k=0

(
n
k

)
AkBn−k.

On pourra également utiliser la question 2 pour simplifier la somme.
4. L’égalité obtenue à la question précédente est-elle encore valable pour les entiers n = 0 et n = 1 ?
5. En déduire l’écriture matriciellle de [M(1,1,1)]n pour tout entier naturel n.

5/5


