
Mathématiques – ECG1 DS 1

CONCOURS BLANC 1

• Partie 1 - Adaptation de l’épreuve ECRICOME 2018
La Partie 1 est inspiré de la Partie 1 et de l’Exercice 2 de l’épreuve de Mathématiques ECRICOME 2018.
Quasiment toutes les questions ont été ré-écrites/détaillées afin que le sujet soit abordable en première année.
Certaines questions ont été rajouté de manière artificielle afin d’évaluer des compétences sur des notions non
abordées initialement dans le sujet ; ces questions sont indiquées par le logo 0.
Pour comparaison, le sujet original peut se trouver ici https://.
Le rapport de l’épreuve peut se trouver ici https://www.rblld.fr/ecs2lb/docs/annales/2018/
2018_ecricome-rapport.pdf.
Les statistiques : 2 505 candidats, 10.88 de moyenne, 5.37 d’écart type.

« Une copie soignée est appréciée. »

« Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus. »

« Un manque de dextérité dans les calculs est constaté. Il est conseillé de s’entrainer très régulièrement
à faire des calculs. »

« Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du barème de
l’épreuve et que, plus des deux tiers des candidats y répondent de façon suffisamment satisfaisante. »

•• Exercice 1
1. On a

B2 =
1
2
× 1

2

(
1 1
1 1

)(
1 1
1 1

)
=

1
4

(
2 2
2 2

)
=

1
2

(
1 1
1 1

)
= B.

2. De la même manière, on a

A2 =
1

1+a2 ×
1

1+a2

(
1 a
a a2

)(
1 a
a a2

)
=

1
(1+a2)2

(
1+a2 a+a3

a+a3 a2 +a4

)
=

1
(1+a2)2

(
1+a2 a(1+a2)

a(1+a2) a2(1+a2)

)
=

1
1+a2

(
1 a
a a2

)
= A.

3. On a

AB =
1
2
× 1

1+a2

(
1 a
a a2

)(
1 1
1 1

)
=

1
2(1+a2)

(
1+a 1+a
a+a2 a+a2

)
=

1
2(1+a2)

(
1+a 1+a

a(1+a) a(1+a)

)
= 1+a

2(1+a2)

(
1 1
a a

)
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4. En utilisant le calcul de la matrice AB effectuée à la question 3, on a

AB = 02 ⇔ 1+a
2(1+a2)

(
1 1
a a

)
= 02

⇔ 1+a
2(1+a2)

= 0 ou
(

1 1
a a

)
= 02

⇔ 1+a
2(1+a2)

= 0,

la deuxième possibilité ne pouvant jamais arriver (peu importe la valeur de a, le coefficient en position
(1,1) voudra toujours 1 et jamais 0). Ainsi,

AB = 02 ⇔ 1+a = 0 ⇔ a =−1.

5. La matrice A est une matrice 2×2. Pour étudier son caractère inversible, on calcule son déterminant.
On a

det(A) = 1×a2−a×a = 0.

Donc la matrice A n’est pas inversible.

6. Soit (x,y) ∈ R2,(x,y) 6= (0,0). Comme 1
1+a2 6= 0, on a

A
(

x
y

)
= 02 ⇔

(
1 a
a a2

)(
x
y

)
= 02

⇔
(

x+ay
ax+a2y

)
=

(
0
0

)
⇔

{
x + ay = 0

ax + a2y = 0

On peut prendre par exemple
(x,y) = (a,1)

qui est bien solution du système, et donc par principe d’équivalence, qui vérifie bien la condition
demandée.

7. On remarque que (
a
a2

)
= a

(
1
a

)
.

Donc la relation est vérifiée avec λ = a. Donc la matrice A est de rang 1.
8. En utilisant le calcul de la matrice AB effectuée à la question 3, on obtient

AB
(

1
a

)
=

1+a
2(1+a2)

(
1 1
a a

)(
1
a

)
=

1+a
2(1+a2)

(
1+a
a+a2

)
=

1+a
2(1+a2)

(
1+a

a(1+a)

)
=

(1+a)2

2(1+a2)

(
1

a(1+a)

)
.

Donc la relation est vérifiée avec

γ = (1+a)2

2(1+a2)
.

9. Soit x ∈ R. Comme
(x−1)2 > 0,

en développant l’identité remarquable, on obtient

x2−2x+1 > 0,
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c’est-à-dire
x 6 1

2 (1+ x2).

10. D’après la question 8, on a

γ =
(1+a)2

2(1+a2)
.

Clairement, le numérateur et le dénominateur sont tous les deux positifs, donc γ > 0. D’autre part, en
développant l’identité remarquable au numérateur, on obtient

γ =
1+a2 +2a
2(1+a2)

=
1
2
+

a
2(1+a2)

.

Or, en utilisant la question 9, on obtient

a 6
1
2
(1+a2) c’est-à-dire

a
2(1+a2)

6
1
2
.

Donc finalement, on obtient

γ =
1+a2 +2a
2(1+a2)

=
1
2
+

a
2(1+a2)

6
1
2
+

1
2
= 1.

Donc
γ ∈ [0,1].

« La manipulation des inégalités reste très délicate pour une très grande majorité des candidats.
Les identités remarquables ne sont pas évidentes pour beaucoup. »

•• Exercice 2
1. (a) On a 4 < 5 < 9. Donc, par stricte croissante de la fonction x 7→

√
x sur R+, on obtient

√
4 <
√

5 <
√

9 c’est-à-dire 2 <
√

5 < 3.

(b) D’après la question 1(a), on sait que
√

5 > 2. Donc, en ajoutant 1 puis en multipliant par 1
2 > 0,

on obtient

ϕ =
1+
√

5
2

>
1+2

2
=

3
2

> 1.

(c) Dans un premier temps, on a

ϕ2−ϕ−1 =

(
1+
√

5
2

)2

− 1+
√

5
2
−1

=
1+2

√
5+5

4
− 1+

√
5

2
−1

=
1+2

√
5+5−2−2

√
5−4

4
= 0.

Dans un second temps, on a(
− 1

ϕ

)2
−
(
− 1

ϕ

)
−1 =

1
ϕ2 +

1
ϕ
−1

=
1+ϕ−ϕ2

ϕ2

=−ϕ2−ϕ−1
ϕ2

= 0,

en utilisant la relation que l’on vient de démontrer sur ϕ .
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(d) En multipliant par la quantité conjuguée, on a

− 1
ϕ

=− 2
1+
√

5
=− 2(1−

√
5)

(1+
√

5)(1−
√

5)
=− 2(1−

√
5)

1− (
√

5))2
=−2(1−

√
5)

−4
= 1−

√
5

2 .

2. (a) On a
f (ϕ,ϕ +1) = (ϕ2− (ϕ +1),−ϕ +(ϕ +1)−1) = (ϕ2−ϕ−1,0).

Or, on a vu à la question 1(c) que ϕ2−ϕ−1 = 0. Donc on obtient,

f (ϕ,ϕ +1) = (0,0).

De la même manière,

f
(
− 1

ϕ
,− 1

ϕ
+1
)

=

((
− 1

ϕ

)2

−
(
− 1

ϕ
+1
)
,−
(
− 1

ϕ

)
+

(
− 1

ϕ
+1
)
−1

)

=

((
− 1

ϕ

)2

−
(
− 1

ϕ

)
−1,0

)
= (0,0),

en utilisant la relation vérifiée par − 1
ϕ

.
(b) Pour montrer que f n’est pas injective, on cherche deux éléments (x,y) et (a,b) de R2 tels que

f (x,y) = f (a,b) mais (x,y) 6= (a,b). En utilisant la question 2(a), on obtient que

f (ϕ,ϕ +1) = f
(
− 1

ϕ
,− 1

ϕ
+1
)
= (0,0) avec (ϕ,ϕ +1) 6=

(
− 1

ϕ
,− 1

ϕ
+1
)

car ϕ 6=− 1
ϕ

car ϕ2 6=−1. Donc l’application f : R2→ R2 n’est pas injective.

(c) i. Supposons par l’absurde qu’il existe (x,y) ∈ R2 tel que f (x,y) = (−2,0). En utilisant
l’expression de l’application f , on obtient{

x2− y = −2
−x+ y−1 = 0

Avec la deuxième ligne, on obtient que y = x+ 1. En injectant cette expression dans la
première ligne, on obtient que x vérifie

x2− (x+1) =−2 c’est-à-dire x2− x+1 = 0.

ii. Montrons que l’application f n’est pas surjective. Pour cela, montrons que l’élément (−2,0)
n’admet pas d’antécédent par l’application f . Supposons par l’absurde que (−2,0) n’admet
un antécédent, c’est-à-dire qu’il existe (x,y) ∈ R2 tel que f (x,y) = (−2,0).
Alors, d’après la question 2(c)i., x vérifie la relation

x2− x+1 = 0.

C’est une équation de second degré. En calculant son discriminant, on obtient que ∆ =
−3 < 0. Donc cette équation n’admet pas de solution réelle. Donc c’est absurde.
Finalement, l’élément (−2,0) n’admet pas d’antécédent par l’application f et l’application

f : R2→ R2 n’est pas surjective.
3. (a) Soit λ ∈ R. On a

A−λ I2 =

(
1+
√

5 −1
−1 1

)
−λ

(
1 0
0 1

)
=

(
1+
√

5−λ −1
−1 1−λ

)
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(b) Soit λ ∈ R. Comme A−λ I2 est une matrice 2×2, on a

A−λ I2 n’est pas inversible ⇔ det(A−λ I2) = 0

⇔ (1+
√

5−λ )× (1−λ )−1 = 0

⇔ 1+
√

5− (1+
√

5)λ )−λ +λ
2−1 = 0

⇔ 1+
√

5− (1+
√

5)λ −λ +λ
2−1 = 0

⇔ λ 2− (2+
√

5)λ +
√

5 = 0

(c) D’après la question 3(b), l’ensemble des λ ∈R tels que A−λ I2 n’est pas inversible est l’ensemble
des λ ∈ R solutions de l’équation de second degré suivante

λ
2− (2+

√
5)λ +

√
5 = 0.

Pour trouver les solutions, on commence par calculer le discriminant

∆ = (−(2+
√

5))2−4×1×
√

5 = 4+4
√

5+5−4
√

5 = 9 > 0.

Donc l’équation admet deux solutions données par

λ1 =
2+
√

5−
√

9
2

=
−1+

√
5

2
ou λ2 =

2+
√

5+
√

9
2

=
5+
√

5
2

Donc l’ensemble des λ ∈ R tels que A−λ I2 n’est pas inversible est donné par{
−1+

√
5

2 , 5+
√

5
2

}
.

4. (a) En utilisant la relation de récurrence, on a

u2 = u1 +u0 = 1+0 = 1 et u3 = u2 +u2 = 1+1 = 2.

(b) Soit n ∈ N. En utilisant deux fois la relation de récurrence définissant la suite, on a :

un+1×un+3−u2
n+2 = un+1un+3−un+2un+2

= un+1(un+2 +un+1)− (un+1 +un)un+2

= u2
n+1−unun+2.

(c) Montrons, par récurrence, que pour tout n ∈ N, la propriété

P(n) : « un×un+2−u2
n+1 = (−1)n+1 »

est vraie.
• Initialisation : Montrons que P(0) est vraie, c’est-à-dire que

u0×u2−u2
1 =−1.

En utilisant le calcul de la question 4(a), on a

u0×u2−u2
1 = 0×1−12 =−1.

Donc la propriété P(0) est vraie.
• Hérédité : Soit n ∈ N. On suppose que P(n) est vraie, c’est-à-dire que

un×un+2−u2
n+1 = (−1)n+1.

Montrons que P(n+1) est vraie, c’est-à-dire que

un+1×un+3−u2
n+2 = (−1)n+2.

5
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En utilisant la question 4(b), on a :

un+1×un+3−u2
n+2 = u2

n+1−unun+2 =−
(
unun+2−u2

n+1
)

Puis en utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient

un+1×un+3−u2
n+2 =−

(
unun+2−u2

n+1
)
=−(−1)n+1 = (−1)n+2.

Donc P(n+1) est vraie.
• Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

∀n ∈ N, un×un+2−u2
n+1 = (−1)n+1.

« Certains ne maîtrisent pas la démonstration par récurrence, d’autres se lancent dans des
calculs interminables. »

(d) La fonction Python suivante, prend en argument un entier n et renvoie la valeur du terme un de
la suite.

1 def fibonacci(n):
2 u = 0
3 v = 1
4 for k in range(2,n+1):
5 u,v=v, u+v
6 return(v)

Si on ne veut pas utiliser la double affectation grâce à la virgule, on peut aussi introduire une
variable auxiliaire.

1 def fibonacci(n):
2 u = 0
3 v = 1
4 for k in range(2,n+1):
5 aux = v
6 v = u + v
7 u=aux
8 return(v)

« Encore trop de candidats n’abordent pas cette question d’informatique. »

(e) La suite (un)n∈N est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Pour trouver le terme générale, on
commence par regarder l’équation caractéristique donnée par

r2 = r+1 c’est-à-dire r2− r−1 = 0.

Or, d’après la question 1(c), les réels ϕ et − 1
ϕ

sont solutions de cette équation. Comme c’est une
équation de second degré, elle peut admettre au plus deux solutions, donc on a bien trouvé toutes
les solutions. Donc, il existe deux constantes A et B telles que

∀n ∈ N, un = Aϕn +B
(
− 1

ϕ

)n
.

« Dans cette question, il est attendu que les candidats reconnaissent une suite récurrente
linéaire double et donnent son équation caractéristique, puis à l’aide des conditions initiales
déterminent les constantes. Les calculs à nouveau furent souvent non terminés car mal
menés dès le départ. »

6
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(f) Pour déterminer les constantes A et B, on regarde les premiers termes de la suite. On a{
u0 = 0 = A+B

u1 = 1 = Aϕ− B
ϕ

⇔

{
A =−B

1 = A
(

ϕ + 1
ϕ

)
Or, en utilisant la question 1(d), on a

ϕ +
1
ϕ

=
1+
√

5
2
− 1−

√
5

2
=
√

5.

On en déduit que

A =−B =
1√
5

et donc que

∀n ∈ N, un =
1√
5

(
ϕn−

(
− 1

ϕ

)n)
.

(g) Soit n ∈ N. En utilisant le terme général de la suite déterminée à la question 4(f), on obtient que

un+1

un
=

1√
5

(
ϕn+1−

(
− 1

ϕ

)n+1
)

1√
5

(
ϕn−

(
− 1

ϕ

)n) =
ϕn+1−

(
− 1

ϕ

)n+1

ϕn−
(
− 1

ϕ

)n

(h) D’après la question 1(b), on sait que ϕ > 1. Donc

lim
n→+∞

ϕn =+∞.

De plus, pour tout n ∈ N, ∣∣∣∣ (−1)n

ϕn

∣∣∣∣6 ( 1
ϕ

)n

.

Or, comme ϕ > 1, on en déduit que

lim
n→+∞

(
1
ϕ

)n

= 0 car −1 < 0 6
1
ϕ

< 1.

Donc par théorème d’encadrement, on obtient

lim
n→+∞

(−1)n

ϕn = 0.

(i) A priori, on est face à une forme indéterminée de la forme ∞

∞
. On va factoriser l’expression pour

résoudre cette forme indéterminée. Soit n ∈ N. D’après la question 4(g), on a :

un+1

un
=

ϕn+1 + (−1)n

ϕn+1

ϕn + (−1)n+1

ϕn

=
ϕn+1

ϕn ×
1+ (−1)n

ϕ2n+2

1+ (−1)n+1

ϕ2n

= ϕ×
1+ (−1)n

ϕ2n+2

1+ (−1)n+1

ϕ2n

Or, en utilisant la méthode méthode qu’à la question 4(h), on obtient

lim
n→+∞

(−1)n

ϕ2n+2 = 0 et lim
n→+∞

(−1)n+1

ϕ2n = 0.

Donc, par opération sur les limites, on obtient que

lim
n→+∞

un+1
un

= ϕ.

7
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5. (a) On a

S1 =
1

∑
k=1

(−1)k

ukuk+1
=

(−1)1

u1u2
=
−1

1×1
=−1,

en utilisant la valeur de u1 donnée par l’énoncé et la valeur de u2 calculée à la question 4(a).
De même, on a

S2 =
2

∑
k=1

(−1)k

ukuk+1
=

(−1)1

u1u2
+

(−1)2

u2u3
=−1+

1
2

=− 1
2 .

(b) Soit p ∈ N. On a :

Sp+1−Sp =
p+1

∑
k=1

(−1)k

ukuk+1
−

p

∑
k=1

(−1)k

ukuk+1
= (−1)p+1

up+1up+2
.

(c) Soit p ∈ N. En mettant au même dénominateur les fractions puis en utilisant la relation de la
question 4(b), on obtient

up

up+1
−

up+1

up+2
=

upup+2−u2
p+1

up+1up+2
=

(−1)p+1

up+1up+2
.

Finalement, en utilisant l’égalité de la question 5(b), on obtient bien

Sp+1−Sp =
up

up+1
− up+1

up+2
.

« Cette question est peu traitée. C’est dommage, car l’utilisation de l’expression de Sn permet
de conclure facilement. »

(d) Soit n ∈ N∗. D’une part, en reconnaissant une somme télescopique, on a

n

∑
p=1

(Sp+1−Sp) = Sn+1−S1 = Sn+1 +1,

en utilisant la valeur de S1 calculée à la question 5(a). D’autre part, en utilisant l’égalité de la
question 5(c), on a aussi :

n

∑
p=1

(Sp+1−Sp) =
n

∑
p=1

(
up

up+1
−

up+1

up+2

)
.

En reconnaissant de nouveau une somme télescopique, on obtient

n

∑
p=1

(Sp+1−Sp) =
u1

u2
− un+1

un+2
= 1− un+1

un+2
.

Finalement, on obtient que

n

∑
p=1

(Sp+1−Sp) = Sn+1 +1 = 1− un+1
un+2

.

« Cette question est peu traitée et quand elle est abordée, les candidats n’aboutissent pas à
l’égalité demandée. »

(e) Grâce à la question 5(d), on a

∀n ∈ N∗, Sn+1 =−
un+1

un+2
.

Or, d’après la question 4(h),
lim

n→+∞

un

un+1
= ϕ.

8
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Donc, en tant que suite extraite,
lim

n→+∞

un+1

un+2
= ϕ.

Et donc en passant à l’inverse,

lim
n→+∞

Sn+1 =− lim
n→+∞

un+1

un+2
=− 1

ϕ
.

9
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• Partie 2 - Adaptation de l’épreuve EDHEC 2003
La Partie 2 est inspiré de l’Exercice 1 de l’épreuve de Mathématiques EDHEC 2003.
Pour comparaison, le sujet original peut se trouver ici

http://jfcossutta.lycee-berthelot.fr/IMG/pdf/Edhec_2003_S_Orig.pdf.

1. (a) Soit n ∈ N. En utilisant la relation de récurrence, on a

Xn+1 =

un+3
un+2
un+1

=

4un+2−5un+1 +2un
un+2
un+1

=

4 −5 2
1 0 0
0 1 0

 un+2
un+1
un


(b) Le programme Python suivant calcule A2.

1 import numpy as np
2 import numpy.linalg as al
3 #On definit la matrice A
4 A = np.array ([[4,-5,2], [1,0,0],[0,1,0]])
5 #On calcule la puissance deux de A
6 np.dot(A,A)

(c) Tout d’abord, on a

A− I3 =

4 −5 2
1 0 0
0 1 0

−
1 0 0

0 1 0
0 0 1

=

3 −5 2
1 −1 0
0 1 −1


Puis,

(A− I3)
2 =

3 −5 2
1 −1 0
0 1 −1

3 −5 2
1 −1 0
0 1 −1

=

4 −8 4
2 −4 2
1 −2 1


On a également,

A−2I3 =

4 −5 2
1 0 0
0 1 0

−
2 0 0

0 2 0
0 0 2

=

2 −5 2
1 −2 0
0 1 −2


Finalement,

(A− I3)
2(A−2I3) =

4 −5 2
1 0 0
0 1 0

2 −5 2
1 −2 0
0 1 −2

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 03,3

2. (a) Soit n ∈ N. En effectuant la division euclidienne du polynôme x 7→ xn par le polynôme P, on
sait qu’il existe un unique couple de polynôme (Qn,Rn) ∈ R[x]×R[x] tels que

∀x ∈ R, xn = P(x)Qn(x)+Rn(x) avec deg(Rn)< deg(P) = 3.

Donc, en particulier, deg(Rn)6 2, c’est-à-dire Rn ∈ R2[x].
(b) En évaluant la relation de la question 2(a) en x = 1, on obtient

1n = P(1)Qn(1)+Rn(1) c’est-à-dire an = 1,

car P(1) = 0 et Rn(1) = an.
(c) En évaluant la relation de la question 2(a) en x = 2, on obtient

2n = P(2)Qn(2)+Rn(2) c’est-à-dire an +bn +2n−n−1 = 2n,

car P(2) = 0 et Rn(2) = an +bn +2n−n−1. Or, d’après la question 2(b), on sait que an = 1.
Donc finalement, on obtient

1+bn +2n−n−1 = 2n c’est-à-dire bn = n.

10

http://jfcossutta.lycee-berthelot.fr/IMG/pdf/Edhec_2003_S_Orig.pdf


Mathématiques – ECG1 DS 1

3. Soit n ∈ N. En reprenant les calculs de A− I3 et (A− I3)
2 faits à la question 1(c), on obtient

An =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+n

3 −5 2
1 −1 0
0 1 −1

+(2n−n−1)

4 −8 4
2 −4 2
1 −2 1


=

2n+2−n−3 −2n+3 +3n+8 2n+2−2n−4
2n+1−n−2 −2n+2 +3n+5 2n+1−2n−2
2n−n−1 −2n+1 +3n+2 2n−2n


4. (a) Montrons, par récurrence, que pour tout n ∈ N, la propriété

P(n) : « Xn = An

1
1
0

 »

est vraie.
• Initialisation : Montrons que P(0) est vraie, c’est-à-dire que

X0 = A0

1
1
0


D’une part, par définition,

X0 =

u2
u1
u0

=

1
1
0

 .

D’autre part, par convention

A0

1
1
0

= I3

1
1
0

=

1
1
0

 .

Donc la propriété P(0) est vraie.
• Hérédité : Soit n ∈ N. On suppose que P(n) est vraie, c’est-à-dire que

Xn = An

1
1
0

 .

Montrons que P(n+1) est vraie, c’est-à-dire que

Xn+1 = An+1

1
1
0

 .

Par construction (cf. question 1(a)),

Xn+1 = AXn.

Donc, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient

Xn+1 = AXn = AAn

1
1
0

= An+1

1
1
0

 .

Donc P(n+1) est vraie.
• Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

∀n ∈ N, Xn = An

1
1
0

 .

11
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(b) Soit n ∈ N. En utilisant la relation de la question 4(a), la définition du vecteur Xn et l’expression
de An déterminée à la question 3, on obtient

Xn =

un+2
un+1
un

= An

1
1
0


=

2n+2−n−3 −2n+3 +3n+8 2n+2−2n−4
2n+1−n−2 −2n+2 +3n+5 2n+1−2n−2
2n−n−1 −2n+1 +3n+2 2n−2n

1
1
0


=

 ?
?

2n−n−1−2n+1 +3n+2


=

 ?
?

−2n +2n+1


Donc,

∀n ∈ N, un =−2n +2n+1.

12
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• Partie 3 - Adaptation de l’épreuve ECRICOME 2009
La Partie 3 est inspiré de l’Exercice 1 de l’épreuve de Mathématiques EDHEC 2009.
Pour comparaison, le sujet original peut se trouver ici

https://www.annales-prepa.fr/wp-content/uploads/Sujet-Maths-E-Ecricome-2009.pdf.

1. Description de l’ensemble E.
1. Montrons que la matrice B n’appartient pas à l’ensemble E. Supposons par l’absurde que B ∈ E,

c’est-à-dire qu’il existe (a,b,c) ∈ R3 tel que B = M(a,b,c). Alors, on a1 1 1
1 1 1
1 1 1

=

a a a
0 b b
0 0 c

 .

En particulier, les coefficients de deux matrices en position (2,1) doivent être égaux, c’est-à-dire 1 = 0.
Ceci est absurde donc

B 6∈ E.

2. (a) On remarque que

M1 = M(1,0,0), M2 = M(0,1,0), M3 = M(0,0,1).

Donc les trois matrices M1,M2 et M3 appartiennent à l’ensemble E.
(b) On suppose qu’il existe trois réels λ1,λ2,λ3 tels que

λ1M1 +λ2M2 +λ3M3 = 03,3.

Montrons que λ1 = λ2 = λ3 = 0.

En utilisant l’expression des matrices M1,M2 et M3, l’égalité de départ devient,

λ1

1 1 1
0 0 0
0 0 0

+λ2

0 0 0
0 1 1
0 0 0

+λ3

0 0 0
0 0 0
0 0 1

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

c’est-à-dire λ1 λ1 λ1
0 λ2 λ2
0 0 λ3

=

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

En particulier, les coefficients en position (1,1), (2,2) et (3,3) doivent être égaux, ce qui donne
respectivement

λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 = 0.

(c) Soient (a,b,c) ∈ R3 et M(a,b,c) ∈ E. On remarque que

M(a,b,c) = aM1 +bM2 + cM3.

Donc l’égalité est vérifiée avec

(α1,α2,α3) = (a,b,c).

2. Cas particulier de la matrice M(1,2,3).
1. La matrice P est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls.

Donc la matrice P est inversible.
2. Soient

B =

α

β

γ

 et X =

x
y
z

 .
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On a

PX = B ⇔

1 1 3
2

0 1 2
0 0 1

x
y
z

=

α

β

γ


⇔

 x + y + 3
2 z = α

y + 2z = β

z = γ

⇔

 x = α−β + 1
2 γ

y = β −2γ

z = γ

Donc, l’équation PX = B admet une unique solution donnée par

X =

α−β + 1
2 γ

β −2γ

γ

 =

1 −1 1
2

0 1 −2
0 0 1

α

β

γ

=

1 −1 1
2

0 1 −2
0 0 1

B.

On en déduit que

P−1 =

1 −1 1
2

0 1 −2
0 0 1

 .

3. En calculant les deux produits matriciels, on obtient

D = P−1M(1,2,3)P

=

1 −1 1
2

0 1 −2
0 0 1

1 1 1
0 2 2
0 0 3

1 1 3
2

0 1 2
0 0 1


=

1 −1 1
2

0 1 −2
0 0 1

1 2 9
2

0 2 6
0 0 3


=

1 0 0
0 2 0
0 0 3


Donc la matrice D est bien diagonale.

4. Pour simplifier les notations, notons pour cette question A = M(1,2,3). Montrons par récurrence que
pour tout n ∈ N, la propriété

P(n) : « An = PDnP−1 »

est vraie.
• Initialisation. Montrons que P(0) est vraie, c’est-à-dire que A0 = PD0P−1.

D’une part A0 = I2.
D’autre part, PD0P−1 = PI2P−1 = PP−1 = I2.
Donc la propriété P(0) est vraie.

• Hérédité. Soit n ∈ N. Supposons que la propriété P(n) soit vraie, c’est-à-dire que

An = PDnP−1.

Montrons que la propriété P(n+1) est vraie, c’est-à-dire que

An+1 = PDn+1P−1.

En utilisant le fait que D = P−1AP et donc que A = PDP−1, on a

An+1 = An×A = AnPDP−1.

14
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Puis, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on a

An+1 = PDnP−1PDP−1 = PDnI2DP−1 = PDnDP−1 = PDn+1P−1

Donc la propriété P(n+1) est vraie.
• Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

∀n ∈ N, [M(1,2,3)]n = PDnP−1.

5. Soit n ∈ N. Comme la matrice D est diagonale, on peut montrer par une récurrence directe,

Dn =

1n 0 0
0 2n 0
0 0 3n

=

1 0 0
0 2n 0
0 0 3n


Donc, en utilisant la relation démontrée à la question 4, on obtient, en effectuant le calcul matriciel

[M(1,2,3)]n = PDnP−1

=

1 1 3
2

0 1 2
0 0 1

1 0 0
0 2n 0
0 0 3n

1 −1 1
2

0 1 −2
0 0 1


=

1 1 3
2

0 1 2
0 0 1

1 −1 1
2

0 2n −2n+1

0 0 3n



=

1 2n−1 3n+1

2 −2n+1 + 1
2

0 2n 2×3n−2n+1

0 0 3n


3. Cas particulier de la matrice M(1,1,1).

1. On a

J = M(1,1,1)− I3 =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

−
1 0 0

0 1 0
0 0 1

=

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 .

Donc, en effectuant le calcul matriciel, on a

J2 =

0 1 1
0 0 1
0 0 0

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


De même,

J3 = J2× J =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

= 03,3.

2. D’après les calculs de la question 1, on peut en déduire que

∀n ∈ N, n > 3, Jn = 03,3.

3. Soit n ∈ N, n > 2. D’après la définition de la matrice J, on a :

M(1,1,1) = J+ I3 donc [M(1,1,1)]n = (J+ I3)
n.

Or, les matrices J et I3 commutent, car JI3 = I3J = J. Donc, on peut appliquer la formule du binôme
de Newton qui donne,

[M(1,1,1)]n = (J+ I3)
n =

n

∑
k=0

(
n
k

)
JkIn−k

3 .
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Or, pour tout k ∈ N, In−k
3 = I3. Et d’après la question 2, pour tout k ∈ N, k > 3, Jk = 0. Donc,

[M(1,1,1)]n =
2

∑
k=0

(
n
k

)
Jk =

(
n
0

)
J0 +

(
n
1

)
J1 +

(
n
2

)
J2

Par convention, J0 = I3. Donc, en calculant les coefficients binomiaux, on obtient

[M(1,1,1)]n = I3 +nJ+ n(n−1)
2 J2.

4. L’égalité de la question 3 avec n = 0 donne

[M(1,1,1)]0 = I3,

ce qui est vrai par convention.

Puis, l’égalité de la question 3 avec n = 1 donne

[M(1,1,1)]0 = I3 + J,

ce qui est vraie par définition de la matrice J.

Donc, l’égalité obtenue à la question précédente est encore valable pour n = 0 et n = 1.

5. Soit n ∈ N. En utilisant l’égalité de la question 3, et le calcul de J et J2 effectué à la question 1, on
obtient

[M(1,1,1)]n = I3 +nJ+
n(n−1)

2
J2

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+n

0 1 1
0 0 1
0 0 0

+
n(n−1)

2

0 0 1
0 0 0
0 0 0


=

1 n n(n+1)
2

0 1 n
0 0 1


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