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CONCOURS BLANC 1

e Partie 1 - Adaptation de I'épreuve ECRICOME 2018

La Partie 1 est inspiré de la Partie 1 et de I’Exercice 2 de 1’épreuve de Mathématiques ECRICOME 2018.
Quasiment toutes les questions ont été ré-écrites/détaillées afin que le sujet soit abordable en premiere année.
Certaines questions ont été rajouté de maniere artificielle afin d’évaluer des compétences sur des notions non
abordées initialement dans le sujet ; ces questions sont indiquées par le logo &.

Pour comparaison, le sujet original peut se trouver ici https://.

Le rapport de 1’épreuve peut se trouver ici https://www.rblld.fr/ecs21lb/docs/annales/2018/
2018_ecricome-rapport.pdf.

Les statistiques : 2 505 candidats, 10.88 de moyenne, 5.37 d’écart type.

« Une copie soignée est appréciée. »
« Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus. »

« Un manque de dextérité dans les calculs est constaté. Il est conseillé de s’entrainer tres régulierement
a faire des calculs. »

« Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du bareme de
I’épreuve et que, plus des deux tiers des candidats y répondent de facon suffisamment satisfaisante. »

ee Exercice 1
1. Ona

LoL/1 1\ /1 1\ _1/2 2\ 1(1 1
20 o — _ —
2X2<1 1)(1 1)‘4(2 2)‘2(1 1>

2. De la méme maniére, on a

1 1 1 a 1 a
2| _
7 14a? X 1+a? (a a2> (a a2>
_ 1 1+d*> a+d
T (1+a?)? \a+d d*+d
- 1 1+a*>  a(l+a?)
o a(l+a?) a*(1+a%)

3. Ona

1 1 1 a 1 1
_§X1+a2 (a a2> (1 1)
1+a 1+a>

1+a <a+a a+a?

1+a 1+a
1+a2 a(l+a) a(l+a)

_ _l+a
2(1+(l )\a a
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4. En utilisant le calcul de la matrice AB effectuée a la question 3, on a

AB =0, =

=

=

Ita (1 1\_,
20+a®) \a a)  ?

1+a 11
— T _—0 =0
2(i+a) (a a) ’
1+a

2(14+a2)

la deuxieme possibilité ne pouvant jamais arriver (peu importe la valeur de a, le coefficient en position

(1,1) voudra toujours 1 et jamais 0). Ainsi,

A5=0,

=

l1+a=0 = a=—1.

5. La matrice A est une matrice 2 x 2. Pour étudier son caractére inversible, on calcule son déterminant.

On a

det(A)=1xd’>—axa=0.

Donc la matrice ‘ A n’est pas inversible. ‘

6. Soit (x,y) € R?, (x,y) # (0,0). Comme L # 0, on a

A<§) =0, &

@{x—i—ay

On peut prendre par exemple

1 a X

(o 2) ()=
x+ay \ (0
ax+a*y) — \0

(e}

ax + d*y = 0

(xvy) = (av 1)

qui est bien solution du systeme, et donc par principe d’équivalence, qui vérifie bien la condition

demandée.
7. On remarque que

(#)=(s)

Donc la relation est vérifiée avec Donc la matrice | A est de rang 1.

8. En utilisant le calcul de la matrice AB effectuée a la question 3, on obtient

1 1+a
AB = —
Q>u+w
14+a

1+a
1+a
2(1+d?)
l+a
+a2

Donc la relation est vérifiée avec

9. Soit x € R. Comme

(¢ &) ()
(a7%)
(o)
< 1+a>'

_ (14a)?
V=11

(x_1)2 207

en développant I’identité remarquable, on obtient

X —2x+1>0,
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c’est-a-dire

x< 3(14x2).

10. D’apres la question 8, on a
(1+a)?
2(1+a%)
Clairement, le numérateur et le dénominateur sont tous les deux positifs, donc y > 0. D’autre part, en
développant I’identité remarquable au numérateur, on obtient

71+a2+2a71 a

- 2(14+a%) 2 * 2(1+a?)’

Or, en utilisant la question 9, on obtient

1 1
a< E(] +a*) cest-a-dire ﬁ < X
Donc finalement, on obtient
71+a2+2a71+ a 1. 1_,
2(1+a?) 2 2(1+a?) "2 2

Donc
Y€ [0,1].

« La manipulation des inégalités reste trés délicate pour une tres grande majorité des candidats.
Les identités remarquables ne sont pas évidentes pour beaucoup. »

ee Exercice 2
1. (a) Ona4 <5 <9. Donc, par stricte croissante de la fonction x — /x sur R™, on obtient

Va4 </5</9 c’est-a-dire 2<+5<3.

N N . . . . .. 1
(b) D’apres la question 1(a), on sait que v/5 > 2. Donc, en ajoutant 1 puis en multipliant par 5 >0,

on obtient /3
I+v5 _1+2 3
¢l= 5 >T:§

(c) Dans un premier temps, on a

> {145\ 1445
_ 2 ) -1

_142V545 14V5
B 4 2
14+2V5+5-2-2V/5-4
B 4

1

Dans un second temps, on a

en utilisant la relation que I’on vient de démontrer sur ¢.
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(d) En multipliant par la quantité conjuguée, on a

2 -5 2(1-v3)  20-V3)|_ Ly

B R I R T OV R R —

1
%

2. (a) Ona
f(@,0+1)=(¢*—(9+1),—0+(p+1)—1) = (¢* — ¢ —1,0).

Or, on a vu 4 la question 1(c) que ¢> — @ — 1 = 0. Donc on obtient,

Flo.9+1)=(0,0).

De la méme maniére,

en utilisant la relation vérifiée par — é.
(b) Pour montrer que f n’est pas injective, on cherche deux éléments (x,y) et (a,b) de R? tels que
f(x,y) = f(a,b) mais (x,y) # (a,b). En utilisant la question 2(a), on obtient que

1 1 1 1
f(<p7<p+1)—f(—¢,—(p+1>_(0,0) avec ((P’(P+1)7é<‘(p7‘(p+1)

car ¢ # —% car ¢? # —1. Donc I’application ‘ f:R? = R? n’est pas injective. ‘

(c) i. Supposons par I’absurde qu’il existe (x,y) € R? tel que f(x,y) = (—2,0). En utilisant
I’expression de I’application f, on obtient

X2 —y
—x+y—1
Avec la deuxieme ligne, on obtient que y = x+ 1. En injectant cette expression dans la
premiere ligne, on obtient que x vérifie

- (x41)=-2 c’est-a-dire

ii. Montrons que I’application f n’est pas surjective. Pour cela, montrons que 1’élément (—2,0)
n’admet pas d’antécédent par I’application f. Supposons par I’absurde que (—2,0) n’admet
un antécédent, c’est-a-dire qu’il existe (x,y) € R? tel que f(x,y) = (—2,0).

Alors, d’apres la question 2(c)i., x vérifie la relation

-2
0

P—x+1=0.

C’est une équation de second degré. En calculant son discriminant, on obtient que A =
—3 < 0. Donc cette équation n’admet pas de solution réelle. Donc c’est absurde.
Finalement, 1’élément (—2,0) n’admet pas d’antécédent par I’application f et I’application

‘ f:R? = R? n’est pas surjective. ‘
3. (a) SoitA €R.Ona

)= (V0 )-a(e 1) ()
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(b) Soit A € R. Comme A — A, est une matrice 2 X 2, on a

A — AL n’est pas inversible &= det(A—ADL) =0
& (1+V5-A)x(1-1)—1=0
& I+ V5-(1+V5A) A +A*—1=0
& 1+V5-(1+V35)A—-2+A7-1=0
& A2—(24+V5A+V5=0

(¢) D’apres la question 3(b), ’ensemble des A € R tels que A — AL, n’est pas inversible est I’ensemble
des A € R solutions de 1’équation de second degré suivante

22— 2+ V5L +V5=0.
Pour trouver les solutions, on commence par calculer le discriminant
A=(—(2+V5)?—4x1xV5=4+4/5+5-4/5=9>0.
Donc I’équation admet deux solutions données par

_24V5-V9  —1+V5 /12:2—&—\5—&-\@:54—\@

A
! 2 2 ou 2 2

Donc I’ensemble des A € R tels que A — AL, n’est pas inversible est donné par

F2258),

4. (a) En utilisant la relation de récurrence, on a

:M1+uo:1+0 et :u2+u2:1+1

(b) Soit n € N. En utilisant deux fois la relation de récurrence définissant la suite, on a :

2 |
Upy] X U3 — Upy o | = Unp1Upt3 — U 2Unt2

= Up+1 (”n+2 + Mn+1) - (”n+1 Jr"4n)’/‘n+2

— 2
= Uy, | — UpUpt2-

(c) Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, la propriété

P(n): « Uy X Upt2 —u3+1 = (—l)”+1 »

est vraie.
e [nitialisation : Montrons que Z?(0) est vraie, ¢’est-a-dire que

7 Xug—u%: —1.
En utilisant le calcul de la question 4(a), on a
up Xy —u3 =0x1—-12=—1.

Donc la propriété Z2(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose que Z(n) est vraie, ¢’est-a-dire que

Uy X Upip — Uz = (—1)"F1,

Montrons que & (n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

2 +2
Up1 X Un3 = Uy o = (=1)""7
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(d)

(e)

En utilisant la question 4(b), on a :

2 2 2
Upp1 X Upy3 — Uy ip = Uy — Uplp) = — (ununJrZ - MnJrl)
Puis en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient

Upy1 X Up43 — M3+2 = (”nun+2 - u3+1) = _(_l)n+l = (_1)n+2.

Donc & (n+ 1) est vraie.
e Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

2 1
‘Vne N,  wy X ttyo —uy = (—1)"".

« Certains ne maitrisent pas la démonstration par récurrence, d’autres se lancent dans des
calculs interminables. »

La fonction Python suivante, prend en argument un entier n et renvoie la valeur du terme u,, de
la suite.

def fibonacci(n):
u =20
v = 1
for k in range(2,n+1):
u,v=v, u+v
return (v)

Si on ne veut pas utiliser la double affectation grace a la virgule, on peut aussi introduire une
variable auxiliaire.

def fibonacci(n):

u =20

v = 1

for k in range(2,n+1):
aux = v
v =u+ v
u=aux

return (v)

« Encore trop de candidats n’abordent pas cette question d’informatique. »

La suite (uy)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Pour trouver le terme générale, on
commence par regarder 1’équation caractéristique donnée par

P =r+l Cest-d-dire  rF—r—1=0.

Or, d’apres la question 1(c), les réels ¢ et —% sont solutions de cette équation. Comme c’est une
équation de second degré, elle peut admettre au plus deux solutions, donc on a bien trouvé toutes
les solutions. Donc, il existe deux constantes A et B telles que

VneN, u, :A¢”+B(—$)n.

« Dans cette question, il est attendu que les candidats reconnaissent une suite récurrente
linéaire double et donnent son équation caractéristique, puis a [’aide des conditions initiales
déterminent les constantes. Les calculs a nouveau furent souvent non terminés car mal
menés des le départ. »
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uy=0=A+B A=-B
m=1=Ap-% 7

DS 1
(f) Pour déterminer les constantes A et B, on regarde les premiers termes de la suite. On a
— 1
17A(¢+¢)
Or, en utilisant la question 1(d), on a

1

1+V5 1-v5
— = — =V5.
ot 5 5 V5
On en déduit que
1
A=-B=—
V5
et donc que

L ((on 1"
(g) Soitn € N. En utilisant le terme général de la suite déterminée a la question 4(f), on obtient que

B ))
Uy

1

g
5-(9)

1 n
? / ( 4 )
(h) D’apres la question 1(b), on sait que ¢ > 1. Donc

De plus, pour toutn € N,

‘ (="
(p}’l
Or, comme ¢ > 1, on en déduit que

1 n
lim () =0 car
n—r+oo (p

1
—-1<0< =<1
Donc par théoréeme d’encadrement, on obtient

-y
m o =0.

—1)" —1)"

Up+1 N (pn+1 + ((pn+)l . (pn+1 l+ ((p2n422

u, o n
n (p” —+ o ¢

(i) A priori, on est face a une forme indéterminée de la forme =. On va factoriser 1’expression pour
résoudre cette forme indéterminée. Soit n € N. D’apres la question 4(g), on a :

1
1 + §p2n422

_1\n+1 = (p X _1\n+1
1+ 1+ GO
Or, en utilisant la méthode méthode qu’a la question 4(h), on obtient

e
(="

lim ~——— =
i—5 o0 (P2n+2

) -1 n+1
et lim ( Z =0.
n—teo (PN
Donc, par opération sur les limites, on obtient que

lim %=l — .
n—+oeo Un L4
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5. (a) Ona

1 (1)1__1 -
; _uluz_lxl

UpUf+1

en utilisant la valeur de u; donnée par 1’énoncé et la valeur de u; calculée a la question 4(a).
De méme, on a

2 k 1 2
—1 —1 -1 1
YD L A LU GV GO Yy
= Wkl wiuy o uou3 2
(b) SoitpeN.Ona:
o 7P+1 _ i _ (7])p+l .
p l Mk’/tk+1 = Mk+1 Up+1Up+t2

(c) Soit p € N. En mettant au méme dénominateur les fractions puis en utilisant la relation de la
question 4(b), on obtient

_ 2 1
Up  Uppr  HpUpra —Upy (=1t

Up+1  Upt2 Up+1Up+2 Up+1Up42

Finalement, en utilisant I’égalité de la question 5(b), on obtient bien

u Upt1
Spi1—S, = 2 Letl,
ptl p Up+1 Up+2

« Cette question est peu traitée. C’est dommage, car [’ utilisation de ’expression de S, permet
de conclure facilement. »

(d) Soitn € N*. D’une part, en reconnaissant une somme télescopique, on a
n
Z p1 —Sp) = Spp1 =81 = Spy1 + 1,

en utilisant la valeur de S; calculée a la question 5(a). D’autre part, en utilisant 1’égalité de la
question 5(c), on a aussi :

Up+1  Upt2
En reconnaissant de nouveau une somme télescopique, on obtient

Ul
Uy  Upy2 Un+2

Un+1

D=

(Sp+1 - Sp) =

Il
—_

p

Finalement, on obtient que

(Sp+1 _Sp) = | Smt+l=1 — T,

Un+2

(ngE

1

P

« Cette question est peu traitée et quand elle est abordée, les candidats n’aboutissent pas a
I’égalité demandée. »

(e) Grace a la question 5(d), on a

Or, d’apres la question 4(h),
lim
n—+0 Uy |
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Donc, en tant que suite extraite,

Un+1
1 o,
n—ee Up o
Et donc en passant a I’inverse,
. . Uptl
lim S,41|=— lim e iy
n—s+oo n—r4o0 Up 1o ¢




Mathématiques - ECG1

DS1

e Partie 2 - Adaptation de I'épreuve EDHEC 2003

La Partie 2 est inspiré de I’Exercice 1 de I’épreuve de Mathématiques EDHEC 2003.

Pour comparaison, le sujet original peut se trouver ici

http://jfcossutta.lycee-berthelot.fr/IMG/pdf/Edhec_2003_S_0Orig.pdf.

1. (a) Soitn € N. En utilisant la relation de récurrence, on a

Up43 Aupyz — Sttyr1 +2up 4 =5 2 Un+2
Xpp1= | Ups2 | = Up42 =1 0 O Up+1
Uni1 Unt1 0 1 0 uy
(b) Le programme Python suivant calcule A%
1 import numpy as np
: import numpy.linalg as al
3 #0n definit la matrice A
+ A = np.array([[4,-5,2], [1,0,0],[0,1,011)
s #0n calcule la puissance deux de A
¢ np.dot (A,A)
(c) Tout d’abord, on a
4 -5 2 1 00 3 -5 2
A-L=(1 0 O|—-(0 1 OJ=[1 -1 O
0 1 O 0 0 1 0o 1 -1
Puis,
3 -5 2 3 -5 2 4 -8 4
A-L)Y?=[|1 -1 0 1 -1 0 2 —4 2
0 1 1 o 1 -1 1 -2 1
On a également,
4 =5 2 2 0 0 2 -5 2
A-2=1(|1 0 O|J—-|0 2 O)=(|1 -2 O
0 1 0 0 0 2 o 1 =2
Finalement,
4 -5 2 2 =5 2 0 0
(A-n)@A-21) =1 0 off1 -2 o |=[0 0
0O 1 0 o 1 =2 0 0

0
:
0

2. (a) Soitn € N. En effectuant la ‘ division euclidienne ‘ du polyndme x — x" par le polyndme P, on
sait qu’il existe un unique couple de polynome (Q,,R,) € R[x] x R[x] tels que

VxR, x'=Px)0,(x)+R,(x) avec

Dong, en particulier, deg(R,) < 2, ¢’est-a-dire R, € Ry [x].

(b) En évaluant la relation de la question 2(a) en x = 1, on obtient
1" =P(1)Q,(1) +R,(1) ¢’est-a-dire

car P(1) =0 et R,(1) = ay.
(c) En évaluant la relation de la question 2(a) en x = 2, on obtient

2"=P(2)0,(2) + Ry (2) c’est-a-dire an+b,+2"—n—1=2"

deg(R,) < deg(P) =3.

a, =1,

car P(2) =0etR,(2) =a,+b,+2" —n— 1. Or, d’apres la question 2(b), on sait que a, = 1.

Donc finalement, on obtient

1+b,+2"—n—-1=2" c’est-a-dire

10
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3. Soit n € N. En reprenant les calculs de A —I5 et (A — I3)? faits a la question 1(c), on obtient

100 3 -5 2 4 -8 4
A" =10 1 O|+n|1 -1 0 |+ -n-1)2 -4 2
00 1 0 1 -1 1 -2 1

M2 _p—3 2343548 2"t2_2p—4
ontl _p_p _ont24 345 ontl_op_ 9
M_p—1 =214 3p42 2" _2p

4. (a) Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, la propriété

1
Pn):«X,=A"|1] »
0

est vraie.
e [nitialisation : Montrons que Z?(0) est vraie, ¢’est-a-dire que

1
Xo=A%1
0
D’une part, par définition,
uz
X() = ui =
uo 0
D’autre part, par convention
1
A° =L|1]=
0 0 0

Donc la propriété #2(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose que & (n) est vraie, ¢’est-a-dire que

X, = A"
0

Montrons que Z(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

1
Xpp1 =A"" 1
0
Par construction (cf. question 1(a)),
Xn+1 = AX,.

Donc, en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient

1 1
Xp1 =AX, =AA" [ 1| =41 [ 1
0 0

Donc & (n+ 1) est vraie.
e Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

1
VneN, X,=A"|1
0

11
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(b) Soit n € N. En utilisant la relation de la question 4(a), la définition du vecteur X, et I’expression
de A" déterminée a la question 3, on obtient

Un+2 1
Xn = Up+1 =A" 1
Uy, 0

22 _p 3 pnt3 4348 22 _0n_ 4 1

=2 —n—2 —2""243p45 21 _2p-2] |1
M—p—1 =214 3p42 2" —2n
*
= *
2" —n—1-2""1 4 3n 42
*
= *
2" 2n+1

Donc,

Vn e N, u, = —2"+2n+1.

12
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e Partie 3 - Adaptation de I'épreuve ECRICOME 2009

La Partie 3 est inspiré de I’Exercice 1 de I’épreuve de Mathématiques EDHEC 2009.
Pour comparaison, le sujet original peut se trouver ici

https://www.annales-prepa.fr/wp-content/uploads/Sujet-Maths-E-Ecricome-2009.pdf.

1. Description de I’ensemble E.
1. Montrons que la matrice B n’appartient pas a I’ensemble E. Supposons par I’absurde que B € E,
c’est-a-dire qu’il existe (a,b,c) € R? tel que B = M(a,b,c). Alors, on a

1 a a a
1 1] =10 b b
1 1 0 0 ¢

En particulier, les coefficients de deux matrices en position (2, 1) doivent étre égaux, c¢’est-a-dire 1 = 0.

Ceci est absurde donc

2. (a) Onremarque que

My =M(1,0,0), M>=M(0,1,0), Ms;=M(0,0,1).

Donc les trois matrices ‘ M, M> et M3 appartiennent a I’ensemble E. ‘

(b) On suppose qu’il existe trois réels A1, A;, A3 tels que
MM+ AoM> + A3M3 = 033.

Montrons que A; = A, = A3 = 0.

En utilisant I’expression des matrices M, M; et M3, I’égalité de départ devient,

1 11 0 00 0 00 0 00
AMlO0 0 O]+4(0 1 1]+A4|0 0 O0J=(0 0 0],
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

c’est-a-dire

respectivement

\xlzo, 2 =0, M:o.\

(¢) Soient (a,b,c) € R? et M(a,b,c) € E. On remarque que
M(a,b,c) = aM; +bM; + cM;.

Donc I’égalité est vérifiée avec

‘ (a1,00,03) = (a,b,c). ‘

2. Cas particulier de la matrice M(1,2,3).
1. La matrice P est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls.

Donc la matrice | P est inversible.

2. Soient

B=|p et X =
Y

N =

13
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Ona
11 3\ [x o
PX =B & 01 2 y|=18
0 0 1 Z Y
x + y + 3z = Q
< y + 2z = B
z = v
= a—B+57
& y = B-2
z =7
Donc, | I’équation PX = B admet une unique solution ‘ donnée par
oa—B+3y 1 -1 1 a 1 -1 3
X = B -2y =10 1 =2 Bl=10 1 -2|B
Y 0 O 1 Y 0 0 1
On en déduit que
1 -1 3
pl=(o 1 =2
0 0 1
3. En calculant les deux produits matriciels, on obtient
'D|=P'M(1,2,3)P
I -1 I\ /1t 1 1\ /113
=0 1 =2 0 2 2 01 2
0 0 1 0 0 3 0 0 1
1 -1 3\ /1 2 3
=10 1 =2 0 2 6
0 0 1 0 0 3
1 00
=10 2 O
0 0 3

Donc la matrice D est bien diagonale.
4. Pour simplifier les notations, notons pour cette question A = M(1,2,3). Montrons par récurrence que
pour tout n € N, la propriété
P(n): «A'= PD"'P~! »

est vraie.
e Initialisation. Montrons que Z2(0) est vraie, c’est-a-dire que A = PD°P~1.
D’une part A = b.
D’autre part, PD°P~! = PLP~! = PP~ = I.
Donc la propriété #2(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que la propriété & (n) soit vraie, ¢’est-a-dire que

A"=pD'P".
Montrons que la propriété & (n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que
A}'H-l — PD"+1P—1 .
En utilisant le fait que D = P~'AP et donc que A= PDP~!,on a

A"l =A"x A =A"PDP !,
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Puis, en utilisant I’hypothese de récurrence, on a
A" = pp"P~'PDP~! = PD"LDP™' = PD"DP"! = PD" P!

Donc la propriété & (n+ 1) est vraie.
e Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

WneN, [M(1,2,3) =PD"P".

5. Soit n € N. Comme la matrice D est diagonale, on peut montrer par une récurrence directe,

1" 0 0 1 0 O
D=0 2" 0]=(0 2" O
0o o 3 0 0 37

Donc, en utilisant la relation démontrée a la question 4, on obtient, en effectuant le calcul matriciel

[M(1,2,3))" | = PD"P"!

11 3\ /t o o\ /1 -1 1
=10 1 2 0O 2" 0 0o 1 =2
0 0 1 o o0 3 0 1
3 1
13\ /1 -1}
01 2o 20 —ont!
0 0 1 0 O 3n
| opeeq gl
=lo 2 2 x 3" —ontl
0 0 3"
3. Cas particulier de la matrice M(1,1,1).
1. Ona
1 1 1 1 0 O 0 1 1
J=M(1,1,1)~L=(0 1 1|-|0 1 0o]={0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 O
Donc, en effectuant le calcul matriciel, on a
01 1 01 1 0 0 1
=10 0 1 0 0 1|[/=10 0
0 0O 0 0 0 0 0 O
De méme,
0 0 1 01 1 0 0 0
Pl=rxi=[0 0 oflo o 1] =[0o 0 o]=0s
0 0 O 0 0 O 0 0 O

2. D’apres les calculs de la question 1, on peut en déduire que

VnEN,n>3,  J=035.]

3. Soitn € N, n > 2. D’apres la définition de la matrice J, on a :
M(1,1,1)=J+5 donc M(1,1,1)]" = +5)".

Or, les matrices J et 3 commutent, car JI3 = I3J = J. Donc, on peut appliquer la formule du bindme
de Newton qui donne,

M(1,1, D))" = (J+5)" = i (Z)Jklg"‘.

k=0

15
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Or, pour tout k € N, Ig”k = Iz3. Et d’apres la question 2, pour tout k € N, k > 3, J¥=0. Donc,

M(1,1,1)]" = kio (Z)J" = <8)J0+ (’;)ﬂ + <;)ﬂ

Par convention, J° = 5. Donc, en calculant les coefficients binomiaux, on obtient

M(1,1,1)]" = I +nJ + 220 72,

4. L égalité de la question 3 avec n = 0 donne
M1, 1,1 =1,
ce qui est vrai par convention.
Puis, I’égalité de la question 3 avec n = 1 donne
ML LD =B+,

ce qui est vraie par définition de la matrice J.

Donc,

I’égalité obtenue a la question précédente est encore valable pourn =0etn = 1.

5. Soit n € N. En utilisant I’égalité de la question 3, et le calcul de J et J? effectué a la question 1, on

obtient
—1
ML =+ 20
1 00 Olln(n—l)OOI
:OlO—&-nOOl—&—2 0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O

16



