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(xw. Calcul de dérivées

Le but de ce chapitre est de se re-familiariser avec le calcul de dérivées, sans rentrer dans les détails de la
théorie. La rédaction des exemples peut donc manquer de rigueur qui sera rajoutée par la suite.

Dérivées usuelles

Enfem.b-le de Fonction Ensemble de dérivabilité Dérivée
définition
R f(x) =k, kconstante R f(x)=0
R f(x)=x", neN* R ) ="
R* f(x)= 5. neN* R* f1x) ===
* 1 * 1
. UORS R fw=-5
1
[0, +00[ flx)=x 10; +00[ (%) = —
F=57
R flx)=¢" R flx)=¢"
1
0,+00 =1 0;+o00 ley _ 2
10, +00] F(x) = In(x) 10: + 00 F =1

2 Opérations sur les dérivées

Somme

(u+v) =u' +

Multiplication par un réel

pour k € R (constante), (ku)' = ku'

Produit (uxv) =u' xv+uxy
1 I
Inverse (l) _ v
v V2
Quotient




Exemple 2.1 Calculer les dérivées suivantes sans se soucier des domaines de définition.
Dérivée

Fonction
F) =48 =587 +x—1 Fx) = 126 — 10x + 1
fl)=5¢ 143 /’(x)=15x2+é+2iﬁ
£ = (Z+ 1) -2x) F) =537 -2
F) =25 F) =~
flx) =2 f@&) =iy
f(x) = Vx(5x-3) flxy =87
Composée (vou)'(x) = u'(x) xv'(u(x))
(In(u))' = ug’
(exp(u))' = ' x exp(u)
") = xu"

!

(Vu) =2

4x+3

Exemple 2.2 Calculer les dérivées suivantes sans se soucier des domaines de définition.
Dérivée

Fonction
F(x) =V2xt+3x+4 flx) = N
f(x) = (65" +3x+7)° () = 9(dx+ 1)(6x% +3x+7)

_ 1 Il N_ 5
f(x) o3 f (/‘) 2(5\_3)%
76 =exp(1) £y = -1
f(x)=In(2x+1) f’(x):l\i]




3 Lien avec la monotonie

Proposition 3.1 Soient / un intervalle et f : I — R une fonction dérivable sur /.
1. Si pour tout x € 1, f'(x) = 0, alors f est croissante sur /.
2. Sipour tout x € 7, f'(x) < 0, alors f est décroissante sur /.

Exemple 3.2 Tracer le tableau de variation de la fonction suivante

frR— R
x — x —6x" +11x—-6

La fonction f est dérivable sur R et

VreR, f(x)=3x—12x+11

En étudiant les racines de ce polyndme de degré 2, on en déduit le tableau de signe de f g

X —00 2—% 2-+ +00

£() T

On en déduit le tableau de variation de f.

X —00 2—% 2—% +00
/') I
* +00
folly ——

a2 Le tableau de variations peut servir a déterminer les extrema d’une fonction.

Exemple 3.3 On considere la fonction suivante :

f:]R—>]R2

-X
X FH— X ¢

Dresser son tableau de variations et en déduire ses éventuels extrema.
La fonction f est dérivable sur R et
- 2 - 2\ —x
VxeR, f(x)=2xe " +x x(—e ) =(2x—x")e "

On en déduit le tableau de signe de f g

X —00 0 2 +00

@) -0+ 0 -

On en déduit le tableau de variation de f.

X -0 0 2 +00
£) - 0+ 0 -
. + 00 -2




On en déduit que la fonction f admet un minimum en O (atteint en x = 0) et n’admet pas de
maximum.

a2 Cela peut servir pour démontrer une inégalité : on passe tout a gauche, on dresse le tableau de variations
de la fonction correspondante, et on en déduit des informations sur le signe de la fonction.

Exemple 3.4 Montrer que, pour tout réel x > 0, on a In(x) < x— 1.

On souhaite montrer que
Vx>0, In(x)—x+1<0.

Pour cela, on introduit la fonction suivante

g: ]0,400[ — R
x +— In(x)—-x+1

La fonction g est dérivable sur ]0, +oo[ et

Vx€lo,+oo[, g(x)=-—1=—=

X X
On en déduit le tableau de signe de la fonction g'.
X 0 1 +00
HONE
On en déduit le tableau de variation de la fonction g.
X 0 1 +00
g(x) + 0 -
> 0
8 oo T

Ainsi, la fonction g est croissante sur ]0, 1] et décroissante sur [ 1, +oo[. En particulier, on en
déduit que g(x) < 0 pour tout réel x > 0, c’est-a-dire

Vx>0, In(x)<x-—1.

Proposition 3.5 Soient I un intervalle et f : I/ — R une fonction dérivable sur /.
Si la fonction f vérifie

(P) pour tout x € 1, f'(x) =0,

(E) I’équation f'(x) = 0 admet un nombre fini de solutions,
alors, la fonction f est strictement croissante sur /.

Proposition 3.6 Soient I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable sur /.
Si la fonction f vérifie

(N) pour tout x € 1, f'(x) <0,

(E) I’équation f'(x) = 0 admet un nombre fini de solutions,
alors, la fonction f est strictement décroissante sur /.

Exemple 3.7 Montrer que la fonction f suivante est strictement croissante.
f+ R — R3
X — X
La fonction f est dérivable sur R. De plus, on a les propriétés suivantes.
(P) Pourtoutx €7, ona f'(x) = 33 = 0.
(E) EtI’équation f '(x) = 0 admet une unique solution (donnée par x = 0).

Donc la fonction f est strictement croissante sur R.



4 Tangente

Proposition 4.1 Soient f une fonction dérivable sur un intervalle 7 et a € I. Alors la tangente de la courbe
représentative de f au point d’abscisse a est la droite d’équation

y=fla)+f'(a)(x—a).

Exemple 4.2 Déterminer 1’équation de la tangente de la fonction exponentielle au point de coordonées
(0,1).

Comme f(0) = 1 et £'(0) = 1, la tangente au point d’abscisse 0 a pour équation

y=x+1.



