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TD 14 - LIMITES DE FONCTION

Exercice 1 - Calculs de limite, sans Fl.
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Exercice 2 - Calculs de limite, avec Fl.
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par croissances comparées X 3

Exercice 3 - Calculs de limite, avec Fl.
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Exercice 4 - Fonctions définies par morceaux. Soient f : R — R et g : R* — R définies par

_1 . xIn(x) i 0
e r six>0 © s1x >
VxER, f(x)=1, . Vx€RY, g(x) =1 xe* .
X six<0 six<0
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1. Déterminons si la fonction f admet une limite en 0.
. . 1
e Etude de la limite en 0. Pour tout x > 0, f(x) =€ *. Donc,
1
lim f(x)= lime » =0
x—0t x—0T
par composition, car .
lim —— = —o0 et lim e*=0.
x—0t X X——co

e Etude de la limite en 0~. Pour tout x < 0, f (x) = x*. Donc,

lim f(x)

= lim x* = 0.
x—0~ x—0t

e Conclusion. La fonction f admet une limite en 0", une limite en 0~ et ces deux limites sont

égales donc elle admet une limite en 0 donnée par

lim £(x) = 0

2. Déterminons si la fonction g admet une limite en 0.
xIn(x)

e Etude de la limite en 0. Pour tout x > 0, glx)=e . Donc,
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par composition, car
lim xIn(x) = 0 par c.c. et lime* =e’ = 1.
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2In(x) = lim In (X “) =0 par comp. car liT sz{l =1let limIn(X) =
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0

0



Mathématiques — ECG1

TD 14 - Limites de fonction

e Ftude de la limite en 0. Pour tout x < 0, g(x) = l"’fg\ Donc,
. . oxet o
lim g(x) = lim = lim €* x - = —1.
x—0~ =0+ I —e"  x—o0+ 1 —e*

e Conclusion. La fonction g admet une limite en 0™, une limite en 0~. Cependant, ces deux
limites sont différentes donc la fonction g n’admet pas de limite en 0.

Exercice 5 - Soit f la fonction définie sur son domaine de définition 7y par

f(x) =1In(x) x In(In(x)).

1. La quantité f(x) est bien définie si et seulement si

Vx € .@f,

x>0 et In(x),
c’est-a-dire, par croissance du logarithme sur R”,
x>0 et x> 1.

Donc Zf =|1, +oo].
2. e Limiteen 1. A premiére vue, on est face a une forme indéterminée de la forme 0 x co. On va
se ramener a une croissance comparée pour résoudre cette forme indéterminée. En posant
X =In(x), on obtient

lim In(x) x In(In(x)) = lim X In(X) =0

par croissances comparées.
x—1+ X—0

Dongc, la fonction f tend vers 0 quand x tend vers 1.
e Limite en 4-c0. On peut la déterminer directement sans croissance comparée. On a

lim In(x) = 4o et lim In(X) = 40 donc par composition lim In(In(x)) = +oe.
x—00 X —+o0 X—yoo

Enfin, par produit, on obtient que

lim f(x) = +-oo.

X—3o0

Exercice 6 - Etude de fonction. Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Dy par

wxe 7y, f(x)=In (”1) .

x—1
1. La quantité f(x) est bien définie lorsque

1
o
x—1

Pour déterminer 1’ensemble des réels x vérifiant cette condition, on trace le tableau de signe de la
quantité considérée.

X —oo -1 1 oo
x+1 - 0 + +
x—1 - - 0 +
oy + 0 - +

On en déduit que
Dy =] = o0, =1[U1, oo,

2. Tout d’abord, le domaine de définition de f est symétrique par rapport a zéro donc on peut étudier
la parité de f. Soit x €] —oeo, —1[U]1,+oeo[. On a

f(—x):m(:ii) —In (;i) —_In (ifi) = f(x).

Donc f est impaire.
3. e Etude de lalimite en . Ona

1
im 1 e limlnx)=o.
x—oo x — 1 X—1
Donc par composition,
lim f(x) =0.
e Etude de lalimiteen 1. On a
1
lim AL +oo et lim In(X) = +oo.
=1t x—1 X —Foo
Donc par composition,
lim f(x) = +oo.
X—roo

e Etude de la limite en —1. Comme f est impaire, on a

lim f(x) = —lim f(x) = —oo.

x——1 x—1
e Etude de la limite en —eo. Comme f est impaire, on a

lim f(x)=— lim f(x)=—1.

X—>—0c0 X—+o0



