Mathématiques — ECG1

TD 17 - Continuité d’une fonction

TD 17 — CONTINUITE D’UNE FONCTION

Etude de la continuité

Exercice 1 - [S’inspirer des Exemples 1.9 et 1.9, Chapitre 17]
Etudier la continuité des fonctions suivantes:
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Exercice 2 - Prolongement par continuité. [S’inspirer des Exemples 1.16, 1.17 et 1.18, Chap 17]
On considere la fonction

f(x) =/xIn(x)

a) Déterminer le domaine de définition & de la fonction f.
b) Justifier que f est continue sur Z.

c) Déterminer la limite de f en 0.

d) Peut-on prolonger la fonction f par continuité en O ?

Utilisation des théoremes généraux

Exercice 3 - Théoréme des valeurs intermédiaires. [S’inspirer de I’Exemple 2.5, Chapitre 17]
On considere la fonction
f : R — R
x = e¥4x

Montrer que I’élément 1+ e admet un antécédent par la fonction f et que cet antécédent est compris
entre O et 1.

Exercice 4 - Théoréme des valeurs intermédiaires. [S’inspirer de I’Exemple 2.7, Chapitre 17]
On considere la fonction
f+ R — R

X = e ¥—x?

Montrer que la fonction f s’annule au moins une fois.

Exercice 5 - Théoréme de la bijection. [S’inspirer de I’Exemple 2.21, Chapitre 17]
On considere la fonction
f + R — R
x = e Y4x

1. Dresser le tableau de variation de f.

2. Montrer que la fonction f réalise une bijection de | — o0, 0] dans un intervalle & déterminer. On
note ¢ la bijection réciproque associée.

3. Dresser le tableau de variation de ¢.

Exercice 6 - Théoréme de la bijection. [S’inspirer de I’Exemple 2.22, Chapitre 17]
1. Montrer que

VxeR, xe " —1<0.

2. Montrer que I’équation In(x) = e~ admet une unique solution ¢ dans ’intervalle |0, +oo|.
3. Montrer que 1 < a < e. On pourra commencer par montrer que f(1) < f(a) < f(e).

Exercice 7 - Théoréme de la bijection. [S’inspirer de I’Exemple 2.23, Chapitre 17]
On considere la fonction
foi 104 = R
x —  xIn(x)

Dresser le tableau de variations de la fonction f (limites comprises).

Montrer que pour tout n € N, I’équation f(x) = n admet une unique solution u, € R,
Préciser la valeur de ug.

Comparer f(uy) et f(un+1). En déduire le sens de monotonie de (up)nen-

Soit n > 1. Montrer que u, > \/n. On pourra utiliser le fait que pour tout x > 0, In(x) < x.
Quelle est la limte de u,, lorsque n tend vers +oo ?

A o

Exercice 8 - Théoréme de la bijection en autre (x). On considére les fonctions f et g définies par

f R - R g R — R
X 1-e:ex x = flx)—x

Etudier les variations de f.

Etudier les variations de g.

Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution, que 1’on notera .
En déduire le signe de g(x) pour tout x € R.

On considere une suite (#,),en définie par

Nk L=

uy > o et Vn € Nyuy = f(upt1).

(a) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u, > Q.

(b) En déduire que la suite (u,)qen est décroissante. On pourra utiliser la question 3.
(c) Montrer que la suite (u,),en converge et que sa limite vaut Q.
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Exercice 9 - Théoréme de la bijection (x). On considére la fonction

1.
2.
3.

f : R — R
x = xX¥=3x2+1

Dresser le tableau de variations de f (limites comprises).
Tracer I’allure de la courbe.
Montrer que I’équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions réelles.

Exercice 10 - Suites définies de maniére implicite (xx). Soitn € N, n > 3. On considére la fonction

5.
6.

i + R — R
x = e'—nx

. Démontrer que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution u, sur I'intervalle | — oo, In(n)] et

une unique solution v, sur [In(n),+oo|.

Déterminer la limite de la suite (v,)n>3.

Démontrer que u,, > 0 pour tout n > 3.

Soit n > 3. Démontrer que f,+1(u,) = —uy, puis que fr1 () < fut1 (Unt1). En déduire que que
(t4)n>3 est décroissante.

Montrer que (uy),>3 converge vers un réel £ > 0.

Démontrer, en utilisant un raisonnement par 1’absurde, que nLHEw u, =0.

Exercice 11 - Existence d’un point fixe (xx). Soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer

que f admet un point fixe, ¢’est-a-dire que 1’équation f(x) = x admet au moins une solution dans [0, 1].

Exercice 12 - Etude d’une suite définie par récurrence (x). On considere la fonction

f ¢ [0,4e] — R

2
x“4+8
X — 5

et une suite (u,),en définie par

A G e

~
e

up € [0,2] et VneN, w1 = f(uy).

Justifier que f est continue.

Etudier les variations de f sur R .

Tracer la courbe représentative de f et la droite d’équation y = x sur le méme schéma.
Résoudre 1’équation f(x) = x d’inconnue x € R..

Donner le signe de f(x) —x pour x € R;.

Montrer que pour tout x € [0,2], f(x) € [0,2].

En déduire par récurrence que pour tout € N, u,, € [0,2]?

Montrer que la suite (u,),eN est croissante. On pourra utiliser la question 5.

Montrer que la suite (u,),en converge vers un certain réel .

Montrer que f(¢) = ¢. En déduire la valeur de £.




