Mathématiques — ECG1 TD 11 — Limites de fonction

TD 11 — LIMITES DE FONCTION

Exercice 1 — Calculs de limite, sans FI.
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Exercice 2 — Calculs de limite, avec FI.
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Exercice 3 — Calculs de limites.
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Exercice 4 — Limite classique (par encadrement).
1. Démontrer I’encadrement suivant,
Vx €R, 1+x<e* <1 +xe*

On considere la fonction
f : R — R
x = l4xet—e*
La fonction f est définie et dérivable sur R et

Vx €R, f'(x) = xe*

On en déduit donc le tableau de variations de f de la maniere suivante.

x —oo 0 +oo
x e
e* +

f'(x) -

) \ 0 /

Donc,
VxR, f(x)=0

c’est-a-dire
Vx eR, e <1+xe*

La seconde inégalité s’ obtient de méme.
ef—1
=

De la question précédente, on en déduit que

2. En déduire la limite en O de la fonction x —

Vx € R*, x<et—1<xe*
Donc,
e’ —1 .
Vx>0, 1 < <e
X
et de méme,
et—1_
Vx <0, 1> e
X

(car la multiplication par un nombre négatif change le sens de I’inégalité). Or

lim1 = lime* = 1.
x—0 x—0

Donc, par théoréme d’encadrement, on en déduit que

X
—1
SN

lim
x—0 X
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Exercice 5 — Limite classique (par encadrement).
1. Démontrer I’encadrement suivant,

Vx> —1,

<In(1+x) <x

Faire comme dans I’Exercice 4.

2. En déduire la limite en O de la fonction x — w

En faisant comme dans 1’Exercice 4, on en déduit que

3. En déduire les limites suivantes
1 X
X (1+—) en +oo et x> (14x)" en ot
X
Pour calculer ses limites, on passera par la forme exponentielle.

e Pourtoutx > 1,ona

Or,

Donc, par composition,

e Pourtoutx > 1,ona

(1 _|_x)ln(x) = exp(In(x)In(1+x)) = exp (xln(x) % M)

X
Or,
In(1
lim xIn(x) =0parc.c. et lim In(1+%) =1 et limexp(u)=1
x—0F x—0F X u—0

Donc, par composition,
lim (14x)"® =1

x—01
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Exercice 6 — Des limites, encore... Déterminer les limites suivantes.
1 1
) x— (In(e+x))> en 0 2)x— (In(l+e¥))x en + o0

En passant par la forme exponentielle, on obtient,

lim(ln(e—i—x))% —et et lim (In(1 +ef"))£ =-

x—0 X—>o0 e
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Exercice 7 — Fonctions définies par morceaux. Soient f : R — R et g : R* — R définies par

L ) gixs 0
e x six>0 € stx >

VxR, f(x)= Vx € R, g(x) = X
T=1e  six<o &) 2 s

1. Déterminer si la fonction f admet une limite en 0.

o Etude de la limite en 0. Pour tout x > 0, flx)= e x. Donc,

1
lim f(x)= lime « =0

x—01 x—01
par composition, car ] 1 ) .
lim —— = —o0 et lim ' =0.
x—0t X X——oo

+ Etude de la limite en 0~. Pour tout x < 0, f(x) = x>. Donc,

lim f(x) = lim x*> =0.
X%O’f( ) x—01

» Conclusion. La fonction f admet une limite en 0", une limite en 0~ et ces deux limites sont égales
donc elle admet une limite en O donnée par

lim f(x) = 0.

x—0

2. Déterminer si la fonction g admet une limite en 0. On pourra utiliser le résultat de I’Exercice 4.

« Etude de la limite en 0. Pour tout x > 0, glx) = e*In(*) Donc,

lim g(x) = lim ™) =1
x—07 x—0t

par composition, car
lim xIn(x) = 0 par c.c. et lime*=e" = 1.
x—07F X—0

e Etude de la limite en 0. Pour tout x < 0, glx)= % Donc,

X

X€

lim g(x) = lim - = lim e* x - = —1
x—0~ ( ) =0+ 1 —e* x—0t 1 —eX
car, d’apres I’Exercice 4, on a,
et —1
lim =1
x—=0t X

 Conclusion. La fonction g admet une limite en 0", une limite en 0~. Cependant, ces deux limites
sont différentes donc la fonction g n’admet pas de limite en 0.

3. Parmi les deux courbes tracées ci-dessous, déterminer celle représentative de la fonction f et celle représentative de
la fonction g.

La figure de gauche représente la courbe de la fonction f et la figure de droite celle de g.
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Exercice 8 — Etude de fonction. Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Dy par
Vxe %y, f(x) =In(x) x In(In(x)).
1. Déterminer son domaine de définition Z.
La quantité f(x) est bien définie si et seulement si
x>0 et In(x),
c’est-a-dire, par croissance du logarithme sur RY,
x>0 et x> 1.

Donc Zf =]1,+oo].

2. Déterminer les limites de f aux extrémités de Zy.

e Limite en 1. A premiére vue, on est face a une forme indéterminée de la forme 0 X o. On va se
ramener a une croissance comparée pour résoudre cette forme indéterminée. En posant X = In(x),
on obtient

lim In(x) x In(In(x)) = lim XIn(X) =0 par croissances comparées.
x—1+ X—0
Dong, la fonction f tend vers 0 quand x tend vers 1.
* Limite en +o0. On peut la déterminer directement sans croissance comparée. On a

lim In(x) = +e et lim In(X) = 4o donc par composition lim In(In(x)) = +oo.
X—roo X——+oo X—o0
Enfin, par produit, on obtient que
lim f(x) = +oo.

X—roo
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Exercice 9 — Etude de fonctions. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : son ensemble de définition, sa parité,
ses limites aux bornes de son ensemble de définition, son tableau de variations et tracer 1’allure de la courbe.

x> In (2 x> In(x®+1) —x
x> x2e X ﬁf}

Correction pour la premiere fonction. On considere la fonction

f:len()il)

x—1

* La quantité f(x) est bien définie lorsque
x+1
> 0.
x—1

Pour déterminer 1’ensemble des réels x vérifiant cette condition, on trace le tableau de signe de la quantité considérée.

X —oo —1 1 +o0
x+1 - 0 + +
x—1 - - 6 +
o + 0 - +

On en déduit que
Dy =] —oo, ~1[U]1, +oo].

e Tout d’abord, le domaine de définition de f est symétrique par rapport a zéro donc on peut étudier la parité de f. Soit
X €] —oo, —1[U]1,+oo[. On a

f(=x) zln(_i+i> —In (i;i) = —In (iﬂ) = —f(x).

Donc f est impaire.

+ - Etude de la limite en +0. On a
1
im0 et limIn(x)=0.
x—o0 x — | X—1
Donc par composition,
lim f(x) =0.
— Etude de la limite en 1. On a
1
lim 25 — o et lim In(X) = oo,
x—1tx—1 X—rfoo
Donc par composition,
lim f(x) = +oo.
X—roo

— Etude de la limite en —1. Comme f estimpaire, on a

lim f(x) = —lim f(x) = —oo.

x——1 x—1
— Etude de la limite en —co. Comme f est impaire, on a

lim f(x)=— lim f(x)=0.

X—y—00 X—r o0
* La fonction f est dérivable sur Z; et sa dérivée est donnée par

2

AR A (s

On peut en déduire le tableau de signe suivant pour f’ et donc le tableau de variations de f.
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x —oo 1 1 oo
1—x + 4] -
x+1 — (D +
70 - -
0 o0
£(x) T 1 T ,
I

e On peut alors tracer 1’allure de la courbe.
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Exercice 10 — Calcul de limite par encadrement. Soit /' : R — R telle que

Déterminer la limite en +oo de f.

(H1) D’apres I’énoncé, on sait que

V2x—1
Vx > 4, In(2) < f(x) <21 (\/;_1)
(H2) Or,
V2x—1 V2- \%
Vx> 4 =
Vx—1 1— LX
Donc
V2x—1
X _ \/E
x—too 4 /x— 1
De plus,
1
lim In(X) =In(v2) = = In(2
Jim In(X) = 1n(v2) = 3 1n(2)
Donc, par composition,
V2x—1
lim 21n< * ) = 1n(2)
X—>—+too \/;C*l

(H3) Puis,
lim In(2) = In(2).

P
Donc, par théoreme d’encadrement,

lim f(x) =1n(2)

X—r+o0

11
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Exercice 11 — Calcul de limite par minoration.
1. Démontrer I’encadrement suivant,
Vx>0, e > a2

Il s’agit de dresser le tableau de variations de la fonction x — e* — x? et d’en déduire que la fonction est
positive sur [0, 4-oo].
2. En déduire la limite en +oo de la fonction x — %

De la question précédente, on déduit que,

Vx>0, <x.

e,\’
X
Or
lim x = +oo.
X—r+oo
Donc, par minoration,
X

lim — = +oo.
X—rtoo X

12
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Exercice 12 - Théoréme de la limite monotone - Illustrations. Tracer 1’allure d’une fonction définie sur R dans chacun des
cas suivants,
Fonction croissante majorée et minorée
Fonction croissante majorée et non minorée
Fonction croissante non majorée et minorée
Fonction croissante non majorée et non minorée
Fonction décroissante majorée et minorée
Fonction décroissante majorée et non minorée
Fonction décroissante non majorée et minorée

8. Fonction décroissante non majorée et non minorée
et indiquer ce que cela implique sur les limites en *co.

Gl e

13
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Exercice 13 — Théoréme de la limite monotone. Soient f une fonction décroissance définie sur R et g définie sur R par
VxeR, gx)=f(x)—x
Montrer que
lim g(x) = —eo et lim g(x) = +eo.

X—>+oo X—r—o0

Pour la démonstration de la limite

li =—
i 89 ==
voir le poly de cours. Montrons que
lim g(x) = 4o
X—y—o00

* Soit la fonction f est majorée, et comme elle est décroissante, alors elle admet une limite finie en —oo.
Dans ce cas, par opérations,
lim g(x) = lim f(x) —x=+oo.

X——o0 X—y—o0

 Soit la fonction f n’est pas majorée, et comme elle est décroissante, alors elle diverge vers +oo en —oo.
Dans ce cas, par opérations,
lim g(x) = lim f(x)—x = Hoo.
X——o0

xX—r—o0

14
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Exercice 14 — Théoréme de la limite monotone. Soit f une fonction croissante sur |0, 1[. Soit a €]0, 1[. Montrer que la
fonction f admet une limite finie ¢ a droite en a qui vérifie £ > f(a).

Soit a €]0, 1[. Comme la fonction f est croissante,
Vesa,  f(x) > fla).

Donc la fonction f est croissante sur ]a, 1] et elle est minorée, donc par théoréme de la limite monotone, elle
admet une limite finie en sa borne de gauche, ¢’est-a-dire qu’elle admet une limite finie en a® que 1’on note
¢ € R. De plus, en passant a la limite dans 1’inégalité précédente, on obtient,

L= f(a).

15
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Exercice 15— Etude de fonction. Soit f la fonction définie sur son domaine de définition Z; par

1
Vxe Py, f(x)=(x—1)exp <m>
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

=10, +oo[\{1} =0, 1[U]1, +o0[

2. Déterminer les limites en +oo, O et 17.

On peut montrer que

lim f(x)=+e et limf(x)=—-1 et lim f(x)=0

X—r o0 x—0 x—1-

L, . .. 1
3. Déterminer la limite de ue« quand u — 0,
En faisant un changement de variables, on obtient,
X

. 1 .
lim uev = lim — = +o
u—0t X—roo X

4. En déduire la limite de f(x) quand x — 17. On utilisera le fait que pour tout réel x > 0, In(x) <x— 1.
Soitx > 1. On a,

donc

car x — 1 décroissante sur |0, +oof

donc  exp (ln(x)> > exp (1) car x — exp(x) croissante sur |0, 40|

donc  f(x) > (x—1)exp () carx—1>0

Donc, on a montré que

x—1

Ve 1, f@}@]km<l>

Or, en faisant un changement de variables et en utilisant la question précédente,

1 1
lim (x—1)e —— | = lim ue — | = +oo.
xiﬁ(x Jexp <x1> x;O*u Xp<u>

Donc, par minoration, on a,
lim f(x) = oo

x—1t

16
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Exercice 16 — Asymptote oblique. Soit une fonction telle que liI:Itl = Zoo. On dit que la droite d’équation y = ax+ b est
xX—rFoo

une asymptote oblique a la courbe de f en 4o lors que

lim f(x)—(ax+b)=0

X—>doo
Dans la suite de cet exercice, on considere la fonction f suivante

x2+ex
x+1

fix—

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
Iy =R\{-1}

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

lim f(x)=—e et lim f(x)=—o et lim +f()c) =+4c et lim f(x)= oo

X—r—0o x—=(=1) x—=(=1) X—o0

3. Déterminer la limite en —oo de la fonction x — @ On notera a le réel obtenu.
a=1

4. Déterminer la limite en —co de la fonction x — f(x) — ax. On notera b le réel obtenu.
b=—1

5. En déduire que la courbe de f admet une asymptote oblique.

La droite y = x — 1 est une asymptote oblique.

17
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Exercice 17 = Vrai ou Faux ?. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Lorsque 1’assertion est fausse,
donner un contre-exemple (on pourra se contenter d’un graphe).

1. Si xl_l}lf()()f(x) = a alors xl_l)rfmf(x) —a=0.
VRAI

2. Si f est croissante sur R et majorée par 1, alors elle tend vers 1 en +oco.

FAUX. Une fonction peut étre croissante, majorée par 2 et tendre vers 1 en oo par exemple.

o L s f)
3. Si )1(1_>n%f(x) —)1(1_}1’%8(3() alors )161_{% ) — L.

FAUX. Par exemple,
lim(x—2) = lim(x—2)?> =0

x—2 x—2
Pourtant, la fonction
(x—2) 1
(=22 x-2
n’admet méme pas de limite en 2 car
lim b = +o0 alors que lim ! = —oo
—2t x—2 x—2-X—2

5. lim f() =1 & lim|(x)| =1

FAUX. Par exemple,
lim|—x| =1
x—1

Alors que

lim —x=—1
x—1

6. Si f est strictement croissante sur R alors f tend vers +oo en oo,

FAUX. Si la fonction est strictement croissante et majorée, alors elle va admettre une limite finie.

7. Si f est croissante sur R et qu’elle tend vers 5 en +oo alors f est majorée par 5.

VRAI

8. Sipour tout x € I, f(x) < g(x) et que g tend vers 0 en +oo alors f tend vers 0 en +oo.

18
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FAUX. Par exemple,

Or,

Pourtant,

Vx eR, —x? <0
lim 0=0
X—>-o00
lim —x> = —oo
X—r+foo

9. Si f est définie sur R, alors soit elle admet une limite finie en +co, soit elle diverge vers —+oo.

FAuX. Une fonction peut aussi ne pas admettre de limites (phénomene d’oscillations).
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