1.1

1.2

Chapitre 13 : Outils pour les probabilités

La factorielle et les permutations

Rappels sur la factorielle

Définition 1.1 La factorielle d’un entier n € N* est

n! = k=1X2X3X-+Xn.

n
k=1
Par convention, 0! = 1.

Exemple 1.2 On a

0! 1! 2! 3! 4!

Permutations
Définition 1.3 On appelle permutation toute bijection entre deux ensembles finis de méme cardinal
(c’est-a-dire qui ont le méme nombre d’éléments).

Exercice 1.4 Représenter toutes les bijections possibles entre les ensembles {1,2,3} et {a,b,c}.
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9 De maniere informelle, le nombre de permutations d’un ensemble est le nombre de fagons différentes
d’ordonner les éléments d’un ensemble.

Exemple 1.5 Trois éleves, Paul, Pierre et Jacques, doivent passer en colle d’anglais. Quels sont les différents
ordres de passage possible ? Combien y’en a-t-il ?

Proposition 1.6 Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est n!.
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2 Les coefficients binomiaux et les combinaisons

2.1 Combinaison

éléments. Ce nombre est alors noté

0

et appelé coefficient binomial & parmi 7.

Exemple 2.2 Intéressons nous a I’ensemble suivant
E ={1,2,3}.

1. Quel est le nombre de sous-ensemble a 0 élément ? En faire la liste.

2. Quel est le nombre de sous-ensemble a 1 élément ? En faire la liste.

3. Quel est le nombre de sous-ensemble a 2 éléments ? En faire la liste.

4. Quel est le nombre de sous-ensemble a 3 éléments ? En faire la liste.

5. En déduire les valeurs suivantes des coefficients binomiaux.
3\ 3\ 3\
0~ 1/~ 2
Exemple 2.3 Intéressons nous a I’ensemble suivant

E ={a,b,c,d,e}.

1. Quel est le nombre de sous-ensemble a 1 élément ? En faire la liste.

2. Quel est le nombre de sous-ensemble a 2 éléments ? En faire la liste.

3. En déduire les valeurs suivantes des coefficients binomiaux.

b

Définition 2.1 — Combinaison. Soient E un ensemble fini de cardinal n et k € N tel que k < n. On appelle
combinaison de E a k éléments le nombre de sous-ensembles de E de cardinal k, ¢’est-a-dire possédant k

3/11



Le nombre (”) peut aussi s’interpréter comme le nombre de facon (le nombre de chemin dans I’arbre de

probabilité) d’obtenir k fois pile lors de n lancers d’une piece. Par exemple, I’arbre de probabilité pour
trois lancers de pieces est le suivant

on obﬁen& (3)1) (f) : (2) ) (;) _

2.2 Calcul effectif des coefficients binomiaux

Proposition 2.4 Soientn,k € N. On a :

n! .
n _ k'(n——k)' si0<k<n
kl= Y d

0 sinon

92, Ona (Z) =0 si k > n, car, par exemple, on ne peut pas trouver un sous-ensemble de cardinal 15 d’un
ensemble qui contient seulement 10 éléments...

Exemple 2.5 En utilisant cette formule, on obtient :

92, Ona
. (g) =1 car, pour tout ensemble contenant n éléments, il n’y a qu’un seul sous-ensemble contenant
zéro élément qui est I’ensemble vide;;
. (Z ) = 1 car, pour tout ensemble contenant n éléments, il n’y a qu’un seul sous-ensemble contenant
n éléments qui est I’ensemble tout entier;
. (") = n car, pour tout ensemble contenant n €léments, il y a exactement n sous-ensembles

1
contenant 1 élément.
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On a I’habitude de représenter les coefficients binomiaux dans un tableau, avec 1’entier n en ligne et
I’entier k en colonne. Ainsi, la valeur du coefficient binomial (") se trouve a I’intersection de la n-iéme
ligne et k-ieme colonne. Pour remplir les cases de ce tableau, on utilise la formule de Pascal qui permet de
déduire une ligne de la précédente.

Proposition 2.7 — Formule de Pascal. Pour tout n € N* et tout k € [1,7],

[F)-fets)+(2)

Exemple 2.8 Sur le tableau, on peut lire les valeurs suivantes :

B

On remarque une symétrie dans le tableau, donnée par la formule suivante.

-

Proposition 2.9 — Symétrie. Pour tout n € N et k € [0,n],

)

Exemple 2.10 On a
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2.3 Formule du binéme de Newton

Proposition 2.11 — Formule du bindme de Newton. Soienta,b € Retn € N. On a,
(1) ek k
(a+b)" = Z(k)an_ b.
k=0

Autrement dit,

(a+b)" = (8)41” + (’;)a"'lb1 + (g)an-zbz 4ot (nﬁ 1)(1117"_1 + (Z)b”

Les coefficients binomiaux apparaissant dans la formule sont ceux correspondant a la ligne n du tableau
du triangle de Pascal. De plus, les puissances de b augmentent quand celles de a diminuent, et la somme
des puissances vaut toujours 7.

Exemple 2.12 Soient a,b € R. Développer les expressions données.

Exemple | Coeff. Bin. associés Développement

(a+b)?

(a+b)’

(a=b)’

(a+b)*

(a-b)

Exemple 2.13 Soit x € R. Développer (2x + 1)3.

Exemple 2.14 Soit x € R. Développer (x — 3)3.
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Exercice 2.15 — Autour de la loi binomiale. Soient n € N* et p € [0,1]. On pose,

n\ k —k
VkE{O,...,l’l}, pk:(k)p (1_p)”
Montrer que

i[’k= L.

k=0

Exercice 2.16 — Ecricome 2012, Maths S. Montrer que,

n
VneN*n VxeR, xn=z
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Preuve du bindme de Newton. Soient a,b € R. On montre par récurrence que la propriété

n
VneN, P(n):«(a+b)" = Z (Z)an_kbk » est vraie
k=0
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3 Situations de dénombrement en probabilités

Exercice 3.1 On lance trois fois d’affilée une piece donnant Pile (P) ou Face (F) (= tirage avec remise) On
s’intéresse a 1’issue possible de ces trois lancers. Par exemple, 1’issue PFP correspond a trois lancers pour
lesquels on a obtenu Pile puis Face puis Pile.

1.

A

6.

Combien d’issues différentes obtient-on au total ?

Combien d’issues différentes correspondent a I’obtention d’un pile au premier lancer ?

Combien d’issues différentes correspondent a I’obtention exactement un pile au cours des trois lancers ?
Combien d’issues différentes correspondent a 1’obtention d’au moins un pile au cours des trois lancers ?
Combien d’issues différentes correspondent a I’obtention d’un Pile au premier lancer et d’un Face au
deuxiéme lancer?

Combien d’issues différentes correspondent a 1’obtention d’un pile au cours des trois lancers sachant
qu’on a obtenu Face au premier lancer ?

On pourra représenter la situation sur un arbre de probabilité et dans chacun des cas, lister toutes les
possibilités.
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Exercice 3.2 Une urne contient trois boules numérotées de 1 a 4. On tire deux boules. On s’intéresse a 1’issue
possible de ces deux tirages. Par exemple, 1’issue B B3 correspond a deux tirages pour lesquels on a obtenu
la boule numéro 1 (au premier tirage) puis la boule numéro 3 (au deuxieme tirage). Déterminer le nombre
d’issues total et le nombre d’issues correspondant a 1’obtention de deux boules de numéro paire dans chacun
des deux cas.
1. On tire les deux boules I’'une apres I’autre, sans remettre dans I’urne la premiere boule tirée (= tirage
sans remise).
2. On tire la premiere boule et on la remet dans I’urne avant de tirer la deuxieme boule (= tirage avec
remise).
On pourra représenter la situation sur un arbre de probabilité et dans chacun des cas, lister toutes les
possibilités.
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