DS 3

Concours Blanc I : CORRECTION

Exercice 1 - 1. Initialisation a; + by + ¢ = %+ 0+ % = g = 1. Hérédité Soit n € N*. Supposons
que a, +b, +c, = 1. A l’aide des relations de récurrence :

+bhyy + _2 3b+3 4 +3b+4 +5 +5
Ant1 T Ons1 + Cpet = qn ¥ 77 ottt et st

but 11
= £+i+i + 3+i+5 b, + i+i+i
S\ )T\ T T 11711 11 )%n

=a,+b,+c,
=1

N
1

Par le principe de récurrence, pour tout n € N *VYneN*a,+b,+c,=1.

2. Pour tout n € N*, x,, = a,, + b, + ¢, = 1, donc la suite (), est constante égale a 1 .
. *

3.(a)Soitn e N",

Yn+1 = —Apy1 +2bpy1 — Cpai

:_—2 3b+ 3 Ea +£b +£c +_—5 5b +—4
11 LT T T ™ 11 11
-2 8 =5 -3 6 -5 -3 8 -4

=(W'FH+H>(1n+(ﬁ+H+ﬁ)bn+<ﬁ+ﬁ+ﬁ)cn

_ 1 2 b 1

= ﬁan+ﬁ n+ﬁcn
1

= _ﬁ(_an'l'zbn_cn)
1

= _Hyn'

Ainsi la suite (y,),s; est bien géométrique de raison _H

(b) En tant que suite géométrique de raison —

1
Ory, =-a;+2by—c| = _?+O+_? = —1. Donc Vn e N* y, = —(—i)
4. (a) Soitn € N*.

in+l = _50n+1 _Sbn+l +7Cn+1

-10 —15 -15 =20 -15 =20 35 35 28
=17 %t 7 b, + Tt Tt b, + 1 Cn+ﬁan+ﬁbn+ﬁ
-10 -20 35 -15 —-15 35 -15 =20 28
(T'i‘T'i‘H)an+(T+T+ﬁ)bn+(T+T+ﬁ>0n
5 5 =7

=T T bt s

1
=11 (=5a, —5b, +7cy)

L
11"

1 n—1
“,VnEN zn=z1(——) . Orz; = —5a; -

— n—1
5b1+7cl=$+0+% 280 SDochneN,zn—;(—ﬁ) .

Ainsi la suite (z,),5; est aussi géométrique de raison —

(b) En tant que suite géométrique de raison —



5. (a) Soit n € N*,

1
X 3b, = b,

1 1
g(xn-i'yn) = §(an+bn+cn_an+2bn_cn) = §

et

1 1 1
T (5x,+2z,) = T (5a, +5b, + 5¢,, — 5a, — 5b, +1c,) = 3 % 12b, = ¢,

Ainsi Yn e N*, b, = %(xn +y,) et ¢, = ﬁ (5x, +z,,).
(b) D’apres la question 2., la suite (x,),>, est constante. Donc pour tout n € N*,an =1-b,—c¢,

an=1_%(xn+yn)_l_12(5xn+zn)
Alors =1—(l+i)x—1y —iz
30 12)7 37" 12
L3

N M P

Donc Vne N*,q,=1- %x,, - %yn - ézn.
(c) A I’aide des questions précédentes :

_L(11 1\
“1t\3 T I
_L 11y
“aTg\T11) o
11

bn §Xn+§yn
_Lr 1\
3tz T\

Au final, pour tout n € N*,

_boroayt oyt s s T
M=zrtglT) o T3TI\TT e aTptu\Th)

L
11

. n . . . .
6. Comme —1 < —ﬁ < 1, alors lim,,_, 4 o0 (— ) =0, ainsi lim,, 10 @, = }1, lim,_, 00 b, = %

5

et lim,, 0y = 33



Exercice 2 - .

1.(a)

1 33 3
M+L)Y=| 1 1 1| =|33 3 |=3M+E).
11 33 3

Ainsi (M +I3)2 —3(M+ 1) =03, c’est-a-dire (M + 1) (M —21I3) = 0.
Donc M* +2M + 1, —=3M =35, =0

On en déduit que M —M = 2L

Etdonc, M(M — I;) = 215

La matrice M est donc inversible et son inverse est M~ = %(M -L)

1 -2 1
(b)Onpose Q=1 1 1 =2 | Alors PQ=0QP=1,.
L1011

Ainsi P estinversibleet P! = Q=11 1 1 -2

-1 0 O
(c) Apres calcul on obtient, D=| 0 -1 O
0o 0 2

(d) On procede par récurrence sur k € N. Initialisation. Pour k = O,M0 =L = PI3P_1 =pp’P".
Hérédité. Soit k € N. Supposons M =pD'pP " Alors, d’apres la question précédente, M = PDP_I,
donc

M =um* = poP' . PD'P™! = PDD'PT = PD*' P!
Donc par le principe de récurrence, pour tout k € N ,Mk =pD'P".
(e) Soit k € N. Pour déterminer ay, et by, on peut par exemple calculer les deux premiers coefficients
de la premiere ligne de Mk, et les comparer avec ceux de @M + bil;. Comme D étant diago-

-0 0 o0 (- 2= (-1
nale, D=| 0 (-1)) 0 [ PuisM'=PD'P' =Pl (1)) (-1)' —2(-1)} |=
0 o 2 2* 2* 2*
(=) +2F (=)
3 dy e fe |- oucy,dy, e, fr, 8k, hx, ik sont des coefficients qu’on ne cherche
8k hy Ik
pas a calculer. Par ailleurs,
by ar a
aM + bk13 =| ax by a ,
ar ar by
Donc en identifiant les coefficients : a; = 21 et b= M

3 3

2. (a) On procéde par récurrence sur k € N*.
Initialisation. Pour k = 1,],1 = nOJn.
Hérédité. Soit k € N*. On suppose J,]f = nk_lJn. Par calcul matriciel on obtient que J,% =nJ,. Alors

K+l _ ok k=1 k=1 k
=g, =0 0y dy =0 end,=nJ,.
Finalement, par le principe de récurrence, pour tout k € N*,J,]f = nk_lJn.



byM, =J,-1,
(c) Soit k e N*. On a J, (~1,) = (—1,)J,, donc par la formule du bindme de Newton,

k
k —i -
Ainsi VkeN*,M,’j=(—1)"1n+<2(i>(—1)" n 1>Jn.

i=1

(d) Soit k € N*. En utilisant la formule du bindme de Newton :

k k+1
VkeN* o = D) Z( DA

(e) Pour tout k € N*,M,]f =ciJ, + (—l)kln.

Donc les coefficients diagonaux de M,lf sont tous égaux a ¢y + (—l)k =

(n—l)k+(—1)“]
—n .

k k
CEDEICEHICTH RS

. . k < 5
coefficients non diagonaux de M,, sont égaux a ¢ =

S
2

De gauche a droite, respectivement : représentation des graphes K, K3, K4 et Ks.
4. (a) D’apres la définition du graphe K,,, la matrice d’adjacence de K,, est la matrice M,,.




(b) Le nombre de chaines de longueur 4 menant du sommet 1 a lui-méme est égal au coefficient

situé en premiere ligne et premiere colonne de la matrice Mff , ¢’est-a-dire, d’apres la question 2.(e),
4 4

W =21. Il y adonc 21 chaines de longueur 4 menant du sommet 1 a lui-méme .

Exercice 3 - .

1.

f()y=e et f(-1) = —¢".
Par conséquent :
- f(=1) # f(1) : f n’est pas paire;

- f(=1)# —f(1) : f n’est pas impaire.
Conclusion : f n’est ni paire ni impaire.

2 [En —oo ]

. - 2 . -1/x
lim 71 =0, par composée : lim e fx = o

x—=—00 x=—00 ainsi: lim f(x) = —o0
lim = —-o0 ro—00

X—>—00

En 0, a gauche : | Soit x < 0. Posons X = _71 Ainsi : limOX =+00. D’ou:
xX—

x<0
X
. —1/x . 4 . £
lim xe = lim —; v par croissance comparée
x—0 X—+o00 =X
x<0
= —00
Par conséquent :
. -1
lim xe ¥ = —oo
x=0
x<0
En 0, adroite :
. . .-
lim =L = —o00, donc par composition : lime =9
x—0 X x—0
x>0 + x>0
limx=0
x—0
x>0
ainsi, par opérations : liII(l) flx)=0
X—
x>0
. -1 ” . -1/x . T Lo
lim < = 0, donc par composition : lim e =1 ainsi, par opérations : lim f(x)=+o00
X—+00

X—+00 X—+00

Conclusion : Cy admet une asymptote "verticale" d’équation x = 0, en 0 a gauche.

3. (a) Soit x suffisamment proche de +00. On a:

f(x) —x=xe_1/x—x=x(e_l/x— 1)



Posons X = _71 Ainsi : lim,,,,, X =0 .D’ou:
&1
lim x(e”=1) = lim - =1
x—+00 X0 X
X<0

Conclusion : lim,_, ;oo (f(x) —x) = —1.

On procede de la méme fagon, pour obtenir le méme résultat. Conclusion : lim,_, _o (f(x) —
x)=-—1.

(b) De la question précédente, on déduit:

Jim (F)=(=1)=0 3 lim (f(x) - (x=1)) =0

Conclusion : la droite d’équation y = x — 1 est asymptote & la courbe de f aux voisinages de +00.
4. f =uXexpov,avecu:x+—— xetv:x+— _?1 v est dérivable sur R*, donc expov est dérivable
sur R#. Ainsi, f, étant un produit de fonctions dérivables sur R, est également dérivable sur R*.
Soitx € R*. Ona:

_ 1 _
fx)=e RATN e 1
X
VT
=e (1 + })
o ocrjxx+l
On obtient ainsi directement :
X -0 -1 0 +00
signe de f’(x) + 0 - +

variations de f o / o \ —coll0 / e

5. Soit x > 0. Posons X = )lc Ainsi lirr(l)l =+00. D’ou:
X—

x>0
. ! s -1/x l
SR
x>0 x>0
= lim e “(1+X)
o 14X
_X—1>1:+I-loo eX

Conclusion : lin(l) fl(x)=0.
>0
6.(aA)Ona: f' X e_l/x(l + )l—c), ainsi, f est dérivable sur R* et pour tout x € R* :

] 1 -1/x 1 1 -1/x
f(x)=;e (1+})——2€

X

a1 1)

=e S+ —-—=

(x2 © K2
e—l/x

x3



X —00 0 400

signe de f”/(x) - +
L 1 1
variations de f’ \ o /

Détaillons les limites apparentes dans ce tableau de variations :

lim = =0, donc par composition :  lim P
En —o0 : x——00 X | X——00
lim 1+-=1
X——00 X
ainsi, par opérations : lim f(x) =1
X——00
lim =L =0, donc par composition : lim PR |
En —oo | *—=+® X | xX—+00
lim 1+-=1
X—+00 X

ainsi, par opérations : liI_El fx)=1
X—+00
Ce tableau de variations permet bien d’obtenir le résultat voulu.
Conclusion: Vx € R*, f'(x) < 1.
(b) Pour cela, posons g : x — f(x) — (x— 1) et étudions son signe. Puisque f est dérivable sur
R*, g I’est également et :

VxeR",g'(x) = f(x) - 1

D’apres la question précédente, on obtient:

VxeR* g'(x) <0

Et comme la droite d’équation y = x — 1 est asymptote a C; aux voisinages de £0o, ona:

2,0 =0

X —00 0 +00

/
C

signe de g’ (x) - -
variations de g v \ \ 0

Par conséquent :

Vx€]—-00;0[,g(x) <0 ; Vx€]0;+o00[,g(x)>0

Conclusion : Cy est au-dessus de la droite d’équation y = x — 1 sur ]0; +00[;
Cy est au-dessous de la droite d’équation y = x — 1 sur ] — 00; O[;

Cy et la droite d’équation y = x — 1 n’ont aucun point d’intersection.

7.



import numpy as np

oo

def u(n):

U=1

for k in range(l,n+1):
6 U=Usxnp.exp(-1/U)
return U

o

o

N

9.

Par récurrence...

Initialisation. Pour n = 0 : u existe et ug =1€]0;1].

L’initialisation est ainsi vérifiée.

Hérédité. Soit n € N. Supposons " u,, existe et u,, €]0;1]" et montrons " u,, | existe et u,,; €]0;1
- Par hypothése de récurrence, u,, existe et u, > 0; donc f (u,) existe puisque f est définie sur R*.
Autrement dit : u,,| existe.

- Egalement DUy = une_l/ “n. et comme, par hypothese de récurrence, u,, > 0, on a aussi u,,,1 > 0.
- Enfin, par hypothese de récurrence :

O<u,=<1
Puis, par croissance de f est IR{I, ona:
fuy) = £(1)
C’est a dire :
Upyl = e

Puisque e < 1, on obtient (par transitivité) :

Upyl = 1

Finalement : " u,, existe et u,,; €]0;1] ". L’hérédité est ainsi établie.
Conclusion : pour tout n € N, u, existe et u, €]0;1].
10. Soitn € N. On a:



-1
Upt] — Uy = u,,(e fun _ 1)
Or, d’apres la question précédente u,, > 0. On a ainsi :

1

—u—n<0

Et par stricte croissance de 1’exponentielle sur R :

PP

Par conséquent :

Upp1— U, <0

Conclusion : la suite (u,) est strictement décroissante.
11. (a) Pour changer un peu, raisonnons pas équivalence pour transformer le résultat a établir... Soit

x€]0;1]. Ona:

1 -1 1
flx) =< SX & xe fx < v
—1/x 1
e <5 carx> 0
-1/x -1
e <e
. . +
= --=-1 par stricte croissance de In sur R
1
= -=>1
X

Or x €]0; 1], donc la derniere inégalité est vraie (décroissance de la fonction inverse sur ]0;1]);
par équivalence,l’inégalité initiale est ainsi également vraie.
Conclusion : Vx €]0;1], f(x) < éx.
Remarque: On aurait aussi pu étudier la fonction correspondant a la différence
(b) Par récurrence...
- Initialisation. Pour n =0: uyy=1et (é)o = 1; par conséquent, 1 < (%)0. L’initialisation est
vérifiée.
s 2 Ys4 s 1\"? . 1\t
- Hérédité. Supposons que u,, < (;) pour un certain n € N, et montrons que u,,| < (;) .
Par hypothese de récurrence, on a :
1 n
U, < (E)

1 1 n+1
etn = (z)

Mais u, €]0;1 ] d’apres la question 3 , donc, d’apres la question précédente :

D’ou, puisque é >0:

1
f(”n) = eln

Par transitivité, on a ainsi :

F ) < (é)"ﬂ



Autrement dit :

1 n+1
Un+1 = | 5

L’ hérédité est établie.
. n
Conclusion: Vn € N, u, < (i) .

(c) On a:
VneN,0<u, < (l)" ainsi, par théoréme d’encadrement:
e
. n . _
SN 1) TS TS S

Conclusion : la suite (u, ) converge vers 0 .
(d)-SoitneN.Ona:

1y - 1
(E) <107 = nln(z) < —20In(10) par stricte croissance de In sur R

< —n < -201In(10)
< n =20In(10)

Conclusion : (i)n <107 lorsque n = 201n(10).
- Interprétation :
n
On sait que pour tout n € Ny, < (%) . Ainsi, d’apres ce qui précede (et par transitivité) :

Vn = 20In(10),u, < 102°

Conclusion : on peut affirmer que pour tout n = 45, u,, < 107%.

(e) On peut déja dire que le programme s’arrétera forcément, puisque (u,) converge vers 0 . 11
existe donc un rang a partir duquel u, est toujours inférieur ou égal a 10° .

Ici, 4 est d’ailleurs le premier rang a partir duquel c’est vrai.

Comparaison avec la valeur précédente : il est naturel de trouver une valeur inférieure a la question
précédente; puisque dans la question précédente, nous avions utilisé une majoration de u,, (établie a
la question 5(b)) pour obtenir cette information.

12. (a) Soitn € N. On a :

n+1 n

Sps1—=S, = Z”k - Zuk = Upy
k=0 k=0

Or un+1 > 0 “ee
Conclusion : la suite (S,,) est croissante.
(b) Soit n € N. On avait obtenu, a la question 5(b) :

VkeN,u < (e_l)n

D’ou, en sommant sur [0;7] :



> ()=

k=

o
—_
|
Q

—-n
Or :Tl >0,dol:

n o e
Z (6 ) = e—1
k=0

Conclusion : la suite (S,) est majorée (par —=; ).

(c) Etant croissante et majorée, le théoréme de convergence monotone permet d’obtenir que la suite
(S,) est convergente.

Exercice 4 - 1. Commencons par calculer la matrice

011
M=|2 1 2
2 21

Ona:
4 3 3
M*=| 6 7 6
6 6 7
Donc
4 3 3
1 1
A2:1—6M2:1—6 6 7 6
6 6 7
Cherchons x,y € R tels que
2
A" =xA+yls.
Or
X 01 1 1 00
XA+yI3=Z 21 2 +y 0 1
2 21 0 0 1

Donc

2_3 1
A —ZA+113.

A 2 . . .
2. On a montré que A~ est combinaison linéaire de A et I3. Supposons que, pour un certain n,



A" = x,A +y.l3.
Alors

A" = A (A + y,1) = x,A7 + y,A.

En utilisant A = %A + i13,

n+l _

3 1
A = (an +yn)A+anI3.

Donc il existe bien x,,,1,y,+1. Par récurrence :

VneN,A" = x,A+y,l5.

3. -A’=L=x=0y=1-A'=A=x=1,,=0
D’apres le calcul précédent :

3
N %xn +Vn
Yn+1 = 3%n

On élimine y,, :

3 1
Xn+2 = an+l + an'

4. L’équation caractéristique est :

2

r——r—

S0 = (r—1)(r+1)=o.

3001
44 4

Donc
1 n
n
x,=a-1 +b(_é_l> .

Avec xp = 0,x; = 1, on trouve :

Ainsi :
Ory,.1 = 1,, donc

4

5. On conclut :



