Mathématiques — ECG1 TD 15 — Probabilités sur un univers fini

TD 15 — PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

Exercice 1 — .
cardQ=8+74+6+5+4+34+2+1+4+0
_ 8x9
2

(9
()
card ("les deux num sont pairs")= (3) =6
card ("les deux num sont impairs")= (;) =10
Donc P ("obtenir deux num pairs") = 6/36 = 1/6
Donc P( "méme parité" ) = % + % = % = % (union disjointe)

Exercice 2 — .

cardQ =9 x9 =381
card( "les deun x pairs") =4 x4

card( "les deux impours") =5 x5
4x4 _ 16

Donc P ("obtenir 2 num pairs) = 555 = g7
Donc P( "méme parité" ) = 1—? + gl

81

v

Exercice 3 — .
card Q=n(n—1)x...x1(n+1)
card (" n boules noires") =nx (n—1) x...x 1

. "y o n! = ("!)2
P( boules noires" ) = Inxx (i) — (@)

Exercice 4 — . cord(Q) = 9*
card ("aucun7") =8 x8 x8 x 8

8

84
PA)=1—-P(A) = 1—9—4
P( "tous pairs" ) = ‘9‘—2

8xTx6 8x7x6
P ("tous les chiffres diff") = 2% ; X = X93X
Exercice 5 - .

card(Q) = (%)

(32—8) (24)
P( "aucun coeur" ) = ~ &L = 282

GG
P( "au moins un coeur" ) = 1 — %

)

P( "obtenir deux carrés" ) = &l

Exercice 6 — . Q = [1,6]?
en particulier card Q = 36
A= {(175)7 (274)7 (373)1 (4=2)= (5, 1)}

donc P(A)) = %
A2 ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
donc P(Ay) = % = %
B=1{(4,1),(4,2),...,(4,6)}

donc P(B) = % = é
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AiNB={(4,2)} A,NB={(4,3)}

donc P(AjNB) =5 donc P(AyNB) =

P(A1NB) # P(A;) x P(B) donc A; et B me sont pas indépendants
P(A,NB) = P(A;) x P(B) donc A; et B sont indépendants.

Exercice 7 — .

Exercice 8 — .
1. P(Uy) = 1/3 (proba uniforme)
2. Py, (B) = 1/3 (proba uniforme)
3.

P(U] UUz) ZP(Ul) +P(U2)

=1/3+1/3
=2/3
4. - Formule des proba totales:
P(B) = P(U1) Py, (B) + P (U2) Py, (B) + P (Us) Py, (B)
1 1 1 2 1 3
T3%373%373%3
6
)
2
=3

5. Retour en arriere — Formule de Bayes

py(uy) = PO PA(B) _ 3

Exercice 9 — .

R,

——
/ \
\0 /
}BZ

1. On cherche a calculer P(R;). D’apres 1’énoncé, comme au premier tirage, la probabilité de tirer
chaque boule est uniforme, on a

3
10°

2. On cherche a calculer P(R| NR;). D’aprés la formule des probabilités composées, on a,

P(R) =

3 2 1
10 9 15

3. On cherche a calculer P(R;). Comme ( Ry,Bj ) est un systéme complet d’événements, d’apres la
formule des probabilités totales, on a

P(R] ﬂRz) = P(Rl) X PR1 (Rz)
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P(Rz) = P(R]) X Pg, (Rz) +P(Bl) x Pg, (Rz)
7 3
10 9

3><%+—><
10 9 10
_ 1.7
5

15730
3
10

4. On cherche a calculer P (R; UR). En utilisant la formule du crible, on a

P(R] URZ) ZP(Rl)—‘rP(Rz) —P(R1 ﬁRz)

3 3 1
"0 15
8
15

en utilisant les valeurs trouvées aux questions 1,2 et 3 .
5. On cherche a calculer Pg, (R). D apres la formule de Bayes, on a

P R = = = —,
& (R1) P(Ry) 309
Exercice 10 — .
1. On cherche Pr(M) "retour dans le temps" — Bayes
P(M)Py(T
P(T)
Or, formule des proba totales ( (M, M) syst. complet d’evenements)
P(T) = P(M)Pyu(T)+ P(M)Py(T)
=0,18
Finalement,
0,2x0,70 14 7
PrMy=—"2"""" "—__ —_~(.78
r(M) 0,18 18 9
non efficace
2.
P(T)=0,44

puis Pr(M) ~ 0,956 efficace

Exercice 11 - .
1. On cherche P (M} UM, UMs)
On va calculer (ou formule du crible + indépendance)

P(MyNM>NMsz) = P(M;)P (M) P(M3) par indépendance

= =p1)(1=p2)(1—-p3)

puis P (M; UMy UM3) = py + p2+ p3 — p1p2 — p1p3 — p2p3 + pipap3 = P(s)

2. On vent Ps (M) "retour ds le tps" — Bayes.
P (M) Py, (S
ooty - P01 P (S)
P(S)
- pP1 X 1
P1+p2+p3—pip2—pi1p3 — p2p3+pi1pap3
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Exercice 12 - Notons Vk € {1,.,5}, P "obtenir Pile au k-iéme lancer".
P(X1)=P(h)
=P
Vk € {2,3,4},
P(Xk) = P(Pl ﬂpzﬂ...ﬁpk,1 ﬂPk)
=P(P)xP(P) x...xP(P_1)xP(P)
=(l=-p)x(I=p)x...x(1=p)xp
=(1-p)'xp
P(Xs)=P(PiN...nPsNPs)U(PLNAN...NFP5))

soit on obtient le 1°* pile au 5° lance soit on obtient aucun Pile
=P(PN...NANPs)+P(PN...0P5)

car les événements P NNPy N Ps et Py NN N Ps sont incompatibles

= P(Pl)xmx P(P4) X P(P5)+P(131) X ... X P<P5)

car les lancers sont indépendants

(1—p)*x p+(1-p)’
(1=p)*[p+1-p]

=(1-p*
Exe]rcice 13- .
o
i B il |l L 1\)3
39 @, - y — Py
) I - . \(in\ NQ/ )\i )

0N
MY _— Bmia
JW/ brr\, \&H\NMM
-
n |* B
N j// 41
\ﬂ}\ N
1. &9 mAd
P(But1) = Pg, (By+1) X P(Bn) + Py, (But1) X P (Ny)
P, 3 4 1
n+1—7><Pn+7><( — Pn)
41
*? Pn

Exercice 14 — .
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dmuﬁﬂmuvg—gm“u
=l WD {
A& L I e dantl
i b e Al T NECE,
L, / 3/[{ ‘\J 'f ]
'1‘\11'\(192 \‘\J
s oAl /&Qﬂ,‘iﬁdamsv
~
&;\J u3 et dams Y
S ¢ m A1% {
nS ¢ L Tl )\; '\JW
dang €'1ovne W
P(Lh)= Py (N)P(U1)=73x1
P(U3):%X%+%X%:1—58
2.
P(BiNB2NB3) = P(B1) x Py, (B2) % Py, s, (B3)
2
=3 X Py (B2) x Py (B3)
2 1 2 1
=X -X==—
374739

P(BQ) PU2 (Bz)P(Ug) —I—PV2 (Bz)P(Vz)
142
_ 37°3
201,11
5X3+T1%X3
_4
7
4.a
P Un+1) = PUn (Un+l)P(Un) +PVn (Un+l)P(Vn)
1 1
=§Pwn+zm P(U,))
1 1 1
=—4(=—-)P
N——
e
4.b
defP(n) :
p=1
for k in range (2,n+1) :
p=g+ip
return ( p )
uy = 1

5 . 1 1
Up+1 =7 + T2 Un
suite arithmético-géométrique
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Exercice 15 - .

—_— N =
N = —

2.a)ag=1;bg=0;¢0=0

b)al:P(AlﬂAO):P(A())PAO(Al):% ; bl:% ;clzi

¢) (A, By, C,) SCE donc proba totale,

d P(An+l) = P(An)PAn (An+1) +P(Bn)PBn (Athl) +P(Cn)PCn (AnJrl)

1 1 1
:amX§+meZ+cmXZ
et de méme pour les autres
f) Recurrence
| 2 -1 -1
3P l=—| -1 2 -1
S\
1 00
4 D=1 01 0
0 0 4
5. Récurrence
6. Vne NJA" =4 xM"...
7. M= ;A
8.VneN,V, =Vo x M" = lrdiag(4"+2 4"—1 4"—1)
9.
ap=gim (@ +2)=1+1x ()" 51 car-1<i<1
VneN,q by =3x4"(4"—1)=1-1x (1) 51
c, = b,
10.0= (41}
Exercice 16 — 1. Soit k € {1,...,b+ 1}. Pour obtenir pour la premiere fois une boule blanche au k-ieme

tirage, il faut n’avoir obtenu que des boules noires au k — 1 premieres tirages et avoir obtenu une boule
blanche au k-ieme tirage. D’ou

Y, =N1NN,N - - NN NN

2. Au départ, dans ’urne, il y a a boule blanches et b boules noires et donc 7 boules au total. Comme le
tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire a ce moment est donc

P(Nl):%

3. (a) Soient k € {1,....b+ 1} eti€{2,...,k—1}. Silesi— I premiers tirages ont donné une boule
noire, comme chaque boule noire est remplacée par une boule blanche, alors il reste b — (i — 1) boules noires
et a+ (i — 1) boules blanches dans I’urne et ainsi toujours n boules au total.

(b)

Soientk € {1,...,b+1}eti€{2,...,k—1}. En utilisant la Question 3(a), comme le tirage est uniforme,
la probabilité de tirer une boule noire au i-ieme tirage, sachant que 1’on a obtenu que des boules noires
pendant les i — 1 premiers tirages, est de

b—(i—1)

PNlﬂ-“r‘lNi,l (]Vl) = n
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4. Si les k — 1 premiers tirages ont donné une boule noire, comme chaque boule noire est remplacée par
une boule blanche, alors il reste b — (k — 1) boules noires et a + (k — 1) boules blanches dans I’urne et ainsi
toujours n boules au total. Donc, comme le tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule blanche au
k-ieme tirage, sachant que 1’on a obtenu que des boules noires pendant les k — 1 premiers tirages, est de

_ a+(k—1
PN](W"QN](,I (Nk) - %

5. En utilisant la Question 1 et la formule des probabilités composées, on a

P(Yk) = P(Nl) X PN| (Nz) X PN1 NN, (N3) X PNlm"'me—Z (Nk—l) X PNIQ...ﬁNk71 (Nk)

Donc, en utilisant les résultats des Questions 2, 3(b) et 4, on obtient,

b b1 b—(k—2) a+(k—1)
n n X n x n
bx(b—1)x--x(b—(k—2))x (a+k—1)
nk
bx(b—1)x--x(b—k+2))x(b—k+1)x(b—k)x---x2x1x(a+k—1)
nfx (b—k+1)x(b—k)x---x2x1

(a+k—1)b!

C nk(b—k41)!

Exercice 17 -



