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Pour bien démarrer

#1 - Connaitre les dérivées usuelles et les formules de dérivation.

VxeR, f(x)=k

VxeR, f(x)=0

(u+v) =u' +V'

VxeR, f(x)=x"

VxeR, fi(x) ="

(ku)' = ki pour k € R

VxeR", f(x) =&

VxeR", f'(x) = -5

I ! I
(uxXv) =u Xv+uxvy

VxeR", f(x)=1

X

VxeR", f(x) = —é

1y v,
(3)=-5

Vxe Ry, f(x)=x

Vxe L, fx) =5

I I I
(Z) _ U Xv—uXy
v v2

Vx€eR, f(x)=¢"

VxeR, fi(x)=¢"

nyl _ J n—1 I_L
(u") =nu xu et(\/ﬁ)—Qﬁ

VxeRY, f(x) =In(x)

VxeR:, fl(x)=1

X

(In())' = et (exp(u))' = u'x exp(u)

Exemple 0.1 Calculer le plus efficacement la dérivée des fonctions suivantes.

) VxeRy, f(x)=((x-1)(Vx+1)
i) VxeR, g(x)= ln(6)exp(x3)
i) VxeR, h(x)=X

Avant de calculer une dérivée, on justifie la dérivabilité de la fonction! Et on
n’oublie pas les quantificateurs lorsque I’on donne la dérivée.

i) Tout d’abord, la fonction est bien définie sur R, et on remarque que

VxeR,,

VxeR,,

. 2 2
f()=(Vx) =1"=x-1
Donc la fonction f est dérivable sur R et

) =1.




ii) Tout d’abord, la fonction g est dérivable sur R. De plus, la fonction est de la forme ku avec
k € R une constante (pas besoin d’utiliser la formule de dérivation d’un produit ici) donc,

Vx€eR, ¢ (x) =1n(6) x (3x2 exp(xS)) = 3ln(6)x2 exp(xS).

iii) Tout d’abord, la fonction & est dérivable sur R. De plus, la fonction est de la forme ku
avec k € R une constante (pas besoin d’utiliser la formule de dérivation d’un quotient ici)

donc, , 1
Vx € R, h(x)=§><(2x+3)

#2 - Savoir borner une expression.
Exemple 0.2 On considere la fonction

f:[-2,400[ — R
X > x+2

Montrer que
Vxe[0,400[,  |f'(x)] s —=.

La fonction f est dérivable sur ] —2,+00[ et

1

Vxe]-2,+00[, f(x)= Wt

Attention, pour démontrer une inégalité sur un segment [a,b], de maniére
générale, il ne suffit pas de regarder ce que vaut la fonction aux bornes!
Comme la dérivée est positive sur ] —2,+00[ et donc sur [0, +0o[, déja, on remarque que

1
2/x+2

Vxe[0,+00[,  |f(x)=f(x)=

Soit x € [0,+00[. On a
x=0 donc x+2=2.

Or la fonction x — /x est croissante sur [0, +00[ donc

Vx+2= \/5

Donc, en multipliant cette inégalité par 2 et en utilisant le fait que la fonction x — i est

décroissante sur ]0, +0o[, on obtient que

1 1

<

Wat2 22

Finalement, on a bien montré que

Vx € [0, +00[, I (x)] £ —.



#3 - Savoir étudier la limite d’une suite grace au théoréme des gendarmes.
Exercice 0.3 On considére une suite (u,),en telle que uy = 2 et

1
VneN, |un+1—1|S§|un—l|.

1. Montrer que

1
Vn €N, |un—1lsﬁ.

2. En déduire la limite de la suite (u,,),eN-

1. On dispose d’une information reliant deux termes consécutifs u,. et u,
et on veut en déduire une information sur le terme général de la suite : on
fait une récurrence!

Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P (n) suivante est vraie

1
P(n): «lu,—1] < on >

e Initialisation. Montrons que la propriété P (0) est vraie, ¢’est-a-dire que
1
|Ll0 - 1| < ? =1.
D’apres I’énoncé, uy = 2 donc |ug— 1| = 1 < 1. Et donc, la propriété P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que
1
|u,, -1 | < 2_}1 .

On veut montrer que la propriété P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

|un+l - ll < 2,“_1 .
D’apres I’énoncé, on sait que

1
|un+l_l| < zlun_ll'

Donc, en utilisant I’hypothese de récurrence, on a

1 I 1 1
|un+l_1|$§|un_1|sixﬁ=2n+1-

Donc la propriété P(n + 1) est vraie.
* Conclusion. Par principe de récurrence, on a démontré que

1
VneN, |u,,—1|$?.
2. On a une inégalité sur le terme général de la suite : on utilise le théoreme

des gendarmes pour en déduire la limite de la suite!

Par propriété sur les suites géométriques, on a

1 1y 1
lim ;= lim (—) =0 car -1<5<1

n—+00 2 n—+o0o \ 2 2
Donc, par théoréme des gendarmes, la suite (i, ),en admet une limite et

lim u, =1.
n—+00



1
1.1

Etude locale de la dérivée
Dérivabilité en un point

f(x)—f(a)

X—a

f'(a) = lim

X—a

1) =1(@)

Définition 1.1 Soient f : I — R et a € I. On dit que la fonction f est dérivable au point « si le taux
d’accroissement de f en a, c’est-a-dire le nombre réel

admet une limite finie lorsque x tend vers a. Si c’est le cas, on appelle nombre dérivé de f en « et on
note f'(a), 1a valeur de cette limite, ¢’est-a-dire

o En faisant le changement de variables x = a + A, le taux d’accroissement de f en a peut s’écrire aussi

fla+h)—f(a)

h

et alors le nombre dérivé de f en a est donné par

fla)=

f(a+h) f(a)
0

Les taux d’accroissement peuvent servir principalement a deux choses.

@ Etudier la dérivabilité d’une fonction (connaissant une limite, on en déduit la dérivabilité).
@ Calculer une limite (connaissant la dérivabilité d’une fonction, on en déduit une limite).

Exemple 1.2 — @ Etudier la dérivabilité.

Fonction | Pointa Taux d’accroissement en a De limite en a Dérivée en a
f(x) =2 0 ”;:82 =x lim.x = 0 £(0) =

flx) = $ a X\:Zz ( \)_(jﬂl) x+a lKI_)H(lIX +a=2a f(a)=2a
g(x) =+/x 0 ‘/3:(\(0 = % 11_{1(1) f =+00 | Non dérivable en 0
) =VE | a>0 | Yo o s T | Imm e | f@= s

Exemple 1.3 — @ Calculer une limite. (#) Calculer les limites suivantes

Gl

i) lim
) x—0

X
ii) lim &=
X

In(1+x)

1

x—0

1l faut reconnaitre des taux d’accroissements!

1ii) hmv1+ =
(1+h) -1
1 U+h) —-1

i) La fonction f : x = In(1 + x) est dérivable sur ] — 1, +00[ et en particulier en a = 0 donc

ii) La fonction g : x - & est dérivable sur R et en particulier en a = 0 donc

\HO

o L) = £(0)
x—0

g(x) —g(0)

lim 0

x—0

=¢'(0)

=f(0) cad

c-a-d

lim -
x—0 X

In(1+x)




iii) La fonction j : x - /x est dérivable sur ]O, +oo[ et en particulier en @ = 1 donc

i Jj(+h)—g(1) ') i Vith-1 1
m———""" = - me— = _
hl—>0 h / o hl—»() h 2

iv) La fonction k : x +— x" est dérivable sur R et en particulier en @ = 1 donc
o (1+R)"—1
m _

C k(L+R) —k(1) X
i SRR ) e

1.2 Dérivabilité a gauche/a droite
Définition 1.4 Soient f: 1 - Reta €1
* On dit que la fonction f est dérivable a droite au point a si le taux d’accroissement de f en a
admet une limite finie lorsque x tend vers a®. Sic’estle cas, on appelle nombre dérivé a droite
de f en a et on note f",(a), la valeur de cette limite, c’est-a-dire
)= tim L@
x—at X—a
* On dit que la fonction f est dérivable a gauche au point a si le taux d’accroissement de f en a
admet une limite finie lorsque x tend vers a . Si ¢’est le cas, on appelle nombre dérivé a gauche
de f en a et on note fg'(a), la valeur de cette limite, c’est-a-dire

Fa) = tim T0)=1(@
8 xX—a :

x—a-

Proposition 1.5 Soient f: I = R et a € 1. On dit que f est dérivable en a lorsque
e f est dérivable a droite en a,
» f est dérivable a gauche en a,
et fy(a) = fyla).

Dans ce cas, le nombre dérivé de f en a est donné par

£'(a) = fala) = fo(a).

Pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point en lequel 1’expression change, on peut regarder
si les dérivées a gauche et a droite existent et sont égales. Dans ce cas, la fonction est dérivable en ce
point, de dérivée égale a la valeur commune.

En résumé, pour une fonction dont I’expression change

* pour avoir de la continuité au point de jonction, il faut que les deux morceaux se recollent,
¢ pour avoir de la dérivabilité au point de jonction, il faut que les deux morceaux se recollent avec
la méme pente.

Exemple 1.6 On considere la fonction f définie sur R par

x+1 sixz0
VreR, f(x)_{ex six<0
Gl) La fonction a une expression différente sur ]— 00,0[ et sur ]0,+00[. Pour
étudier la dérivabilité en 0, on étudie la dérivabilité a droite et a gauche.
* Pour tout x > 0, f(x) = x+ 1 donc
f(x)=£(0) _ x+1-1

Iim ————=lim ———=1lim 1 =1
x—-0% x=0 x—-0t X~ 0 x—-0%

Donc f est dérivable a droite et f(;(O) =1.
* Pour tout x < 0, f(x) = ¢" donc, en reconnaissant une limite usuelle,

. f)=f0) e -1
lim —————= = lim —— =1.
x>0~ X= -0 X
Donc f est dérivable a gauche et f;,(O) =1.
« Comme f5(0) = f;(O) la fonction f est dérivable en O et £'(0) = 1.



Exemple 1.7 Etudier la dérivabilité de la fonction valeur absolue en 0.

@ La fonction valeur absolue a une expression différente sur ] — 00,0[ et sur
10, +o00[. Pour étudier la dérivabilité en 0, on étudie la dérivabilité a droite et a

gauche.
e Pour tout x > 0, |x| = x donc
-0
tim L2100 o
x—0t X~ x—0"
Donc f est dérivable 2 droite et £;(0) = 1.
* Pour tout x < 0, |x| = —x donc
-0
lim M = lim -1 =-1.
x—0" X~ 0 x—0"

Donc f est dérivable a gauche et fé(O) =-1
« Comme f5(0) # f;,(O), la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Si f est définie sur un intervalle I = [a, b], 1a dérivabilité en a équivaut a la dérivabilité a droite en a et
la dérivabilité en b équivaut a la dérivabilité a gauche en b.

1.3 Interprétation géométrique de la dérivée en un point

Proposition 1.8 Soient f : I — R et a € I. Notons Cy la courbe représentative de la fonction f.
* Si f est dérivable en a, alors la tangente au point d’abscisse a a Cy est la droite d’équation

!
y=f(a)(x—a)+f(a).
* Si le taux d’accroissement en a diverge vers 00, c’est-a-dire si
L f0) = (@)
xX—a

X—a

= -'I_-()o7

alors Cy admet une tangente verticale au point d’abscisse a, d’équation x = a.

Le taux d’accroissement P
Le nombre dérivé

f) = f(a) f'(a)
x—a correspond au coefficient directeur de la tangente au point
correspond au coefficient directeur de la droite passant par d’abscisse a. Cela correspond a regarder la pente entre deux
les points (a, f(a)) et (x, £(x)). Lorsque les deux points sont points «trés proche» et donc de regarder «la pente instantan-

«éloignés», cela correspond a «la pente moyenne». nee».



1.4 Développement limité a I'ordre 1

Proposition 1.9 Soient f: 1 —» Reta € 1. Si f est dérivable en a alors f admet un développement limité
al’ordre 1 en a, c’est-a-dire qu’il existe une fonction € telle que, pour tout /4 € I «suffisamment petit»,

one fla+h)=f(a)+ f'(@h+he(r)  avec  lime(h) =0,

De maniere équivalente, pour tout x € I «suffisamment proche de a», on a

f() = fla)+ fa)(x—a) + (x—a)e(x—a)  avec  lime(x—a) =0.

X—a

De maniere informelle, cela signifie que si on «zoome suffisamment fort» sur la courbe de la fonction
autour du point (a, f(a)), la courbe de la fonction «ressemble beaucoup» 2 sa tangente au point
d’abscisse a. On dit que localement autour d’un point, on peut confondre la courbe de la fonction et sa
tangente.

0 : 25 29
Globalement, la courbe du logarithme et de sa tangente en e Mais si on «zoome suffisamment fort», la courbe du loga-
sont tres différentes. rithme et de sa tangente en e sont quasiment confondues.

De maniere informelle, on peut retenir que, au «voisinage de 0», on a
X
e —l=x et In(1+x) = x.

On peut utiliser un développement limité pour calculer une limite lorsque 1’on ne reconnait pas
directement un/des taux d’accroissement(s).

Exemple 1.10 Calculer la limite suivante

X
limi
x—0 ln(l +X) '

e Méthode 1 : Par développement limité. La fonction exponentielle est dérivable en a = 0
donc il existe une fonction € telle que pour tout x € R «suffisamment proche de 0», on a

e =1+x+xe(x) avec l_in(l)s(x) =0.

De méme, la fonction x = In(1 +x) est dérivable en a = 0 donc il existe une fonction &
telle que pour tout x € R «suffisamment proche de 0», on a

In(1+x) =0+x+x&(x) avec lingé(x) =0.
X
Donc, finalement, pour tout x €] — 1, +00[ «suffisamment proche de 0», on a

e —1  x+xe(x) 1+e(x)
In(1+x) x+x8(x) 1+&x)

Donc
X
. e —1
lim ———— =
x—0In(1 + x)



* Méthode 2 : En reconnaissant des taux d’accroissements. On a,

e —1 e —1 X

= X .
In(1+x) X In(1+x)

Vx E] - 13 +OO|:\{0},
On reconnait alors deux taux d’accroissements. Comme x — ¢" et x = In(1 + x) sont

dérivables en 0, on en déduit que

X
. e -1 1
Im———=1Xx-=
x—»Oln(l+x) 1

Proposition 1.11 Soient f: I - Reta €1.
* Sila fonction f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a.

» Laréciproque est fausse : si une fonction est continue en un point, elle n’est pas forcément dérivable
en ce point.

Démonstration. Soient f : I — Reta € I. On suppose que f est dérivable en a. Montrons que la fonction f
est continue en a, c’est-a-dire montrons que la fonction f admet une limite en a et que

lim £ (x) = f(a).

Comme f est dérivable en a, il existe une fonction € telle que pour tout x € I «suffisamment proche de a»,
ona

f(x) =f(a)+f’(a)(x—a)+(x—a)£(x—a) avec limeg(x—a)=0.

X—da

En particulier, en passant a la limite [x — a] dans cette égalité, on obtient que

lim f(x) = f(a).

xX—=a

Attention, attention et encore attention. La réciproque est fausse ! La fonction valeur absolue est continue
en 0 mais pas dérivable en 0. De méme, la fonction racine carrée est continue en 0 mais pas dérivable

en 0.
§= |
y =X
0 0
La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0 : les pentes La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 : la dérivée
a gauche et a droite ne sont pas les mémes. explose (pente infinie).

2 Etude globale de la dérivée

2.1 Dérivabilité sur un intervalle
Définition 2.1 Soit f : I — R. On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de /. On
définit alors sa fonction dérivée par

!

f:1I — R
x — f(x)

On appelle ensemble de dérivabilité de f le plus grand ensemble sur lequel f est dérivable.



2.2

Proposition 2.2 Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle /.

Proposition 2.3 — Dérivabilité des fonctions usuelles.
« Les fonctions constantes, x — x", exp, In sont dérivables sur leur ensemble de définition.
* La fonction inverse est définie, continue et dérivable sur | — 00, 0[ et sur ]0, +0o[.
» La fonction racine carrée est définie et continue sur [0, +co[ mais seulement dérivable sur ]0, +oo[.
* La fonction valeur absolue est continue sur R mais seulement dérivable sur ] — 00, 0[ et ]0,+00o[.
 La fonction partie entiere est définie sur R mais pas continue sur R donc pas dérivable sur R.

Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 2.4 Les combinaisons linéaires, le produit, I’inverse, le quotient et la composée (s’ils sont
bien définis) de fonctions dérivables sont des fonctions dérivables.

Proposition 2.5 Soit f : I — J une fonction bijective de 7 sur J, de bijection réciproque f 1yl

On suppose que

@ la fonction f est dérivable sur 7,

@ la dérivée de f ne s’annule pas sur /.
Alors f ! est dérivable sur J et

1

Vx )z ——.
AN T)

o On peut retrouver cette formule! On part du fait que pour tout x € J, (fo f _1)(x) = x. Puis, on
dérive en utilisant la formule de la dérivation d’une composée, pour obtenir que, pour tout x € J,

f_l (x) x f'(f_l (x)) = 1. Onn’a plus qu’a diviser par f'(f_l (x)) # 0 pour retrouver le résultat.
Exemple 2.6 On considere la fonction f définie sur / = ]0, %[ par

Vxel, f(x) =2¢ V.

1. Montrer que f réalise une bijection entre [ et un intervalle a déterminer.
2. Onnote g = f ! Justifier que g est dérivable sur J et que

2/g(x
VxelJ, g'(x)= ¢
e s (1-2¢(x))
1. Pour montrer que f réalise une bijection entre / et un intervalle a déterminer, on va
appliquer le théoréme de la bijection.
@ La fonction f est définie sur I’intervalle /.
@ La fonction f est continue sur /.
® Montrons que la fonction f est strictement croissante sur /.
(P) La fonction est dérivable sur / et
_ 1 e " (1-2x)
Vxel, ") =2x(—e )Wat+2e "—=—— >
S =X (2T =
(E) L'équation f'(x) = 0 n’admet aucune solution dans /.
Donc, d’apres le théoreme de la bijection, la fonction f réalise une bijection de I sur

2¢7 12
PR

2. Comme f est dérivable sur / (par produit) et f " ne s’annule pas sur /, sa bijection réciproque
est dérivable sur J. De plus,

0.

VxeJ, flg(x)) =x c-a-d 2exp(—g(x))g(x) = x.



Donc, en dérivant cette formule, on obtient,

25(x)

VxelJ, ()= —X22
£ = 500 - 2600)

2.3 Exemples

i Dés qu’on peut, on étudie directement la dérivabilité d’une fonction par opérations sur les fonctions
usuelles qui sont dérivables. On étudie la dérivabilité via le taux d’accroissement seulement aux points
pathologiques : lorsqu’il y a un changement d’expression de la fonction, ou une racine carrée/valeur
absolue dans I’expression de la fonction.

Exemple 2.7 Montrer que la fonction suivante est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

fr R — R
X — ln(x2+x+1)

@® Dans un premier temps, on étudie la dérivabilité. La fonction x — x> +x+ 1 est bien
dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. De plus,

Vx eR, x2+x+l>0,

car le discriminant du polyndme est strictement négatif et que le coefficient dominant est
strictement positif. De plus, la fonction logarithme est dérivable sur ]0, +oo[. Donc, par
composition, la fonction f est dérivable sur R.

@ Dans un second temps, on calcule la dérivée. Sa dérivée est donnée par

2x+1

Vxe R, f’(x) = -
x“+x+1

Exemple 2.8 Montrer que la fonction suivante est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

f: R — R
X
X T+1x]
Il y a une valeur absolue dans I’expression de la fonction : probléme potentiel
de dérivabilité en 0!

@ Dans un premier temps, on étudie la dérivabilité.
— La fonction x — |x| est dérivable sur R* donc la fonction x - 1+ |x| aussi. De plus,
la fonction x + 1 + |x| ne s’annule pas sur R*. Donc, par passage a I’inverse et
multiplication par une fonction polynomiale, la fonction f est dérivable sur R™.
— FEtudions la dérivabilité en 0 via le taux d’accroissement.
o J@-FO) _ 1 fx) = £(0) _

donc lim

VxeR =
* x=0 1+ x| 0 x—0

l1eR

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.
— Finalement, la fonction f est dérivable sur R.
@ Dans un second temps, on calcule la dérivée.

— Sur ]—00,0[ :
X ] 1
Vx <0, =— donc Vx <0, = —
x<0, f0) = 5 <0, /9=
- Pourx =0, f'(0) = 1.
— Sur ]0,+00[ :
X 1] 1
Vx>0, f(x) = m donc Vx>0, f ()C) = m



Exemple 2.9 Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et la dérivée de la fonction

suivante :
fix— VxIn(1 +x)

Il y a une racine carrée dans [’expression de la fonction : probléme potentiel de
dérivabilité en 0!

@ Dans un premier temps, on donne I’ensemble de définition de la fonction f. La fonc-
tion x — /x est définie sur [0, +00[. De plus,

Vx>0, 1++/x>0.

Comme la fonction logarithme est définie sur ]0, +oo[, la fonction x +— In(1 + /x) est
définie sur [0, +oo[. Finalement, par produit, la fonction f est définie sur [0, +oo[.
@ Dans un second temps, on étudie la dérivabilité.
— La fonction x — +/x est dérivable sur ]0, +0o[ et

Vx>0, 1++vx>0.

De plus, la fonction logarithme est dérivable sur ]0, +oo[. Donc par composée et par
produit, la fonction f est dérivable sur ]0,+oo[.
— Etudions la dérivabilité en 0 via le taux d’accroissement.
- In(1+ - In(1+h
o S =F(0) _In(1 + ) W= (R

Vx>0, =0 = N donc chl—»o 0 lim .

Donc £ est dérivable en 0 et f'(0) = 1.
— Finalement, la fonction f est dérivable sur [0, +0o].
® Enfin, on calcule la dérivée la ou elle est définie.
- Pourx=0, f'(0) = 1.
— Sur ]0,+o00[ :

1
Do 55 In(1+yR) 1
Vx>0,f(x)—mln(l+\/)_c)+\/§><1+\/)_C— 2\/; 2(1+\/})

Exemple 2.10 On considere la fonction f définie sur R par

X .
e six=0

2 .
1-x" six<0

VxeR, f(x) ={

y=/fx)

1. Faire une conjecture sur la continuité /|
et dérivabilité de la fonction a partir
du graphe.

2. Montrer que f est continue sur R.

3. Donner le domaine de dérivabilité de
la fonction f.

Fonction définie par morceaux : probléme potentiel de continuité et dérivabilité
a la jonction, c’est-a-dire en x = 0. De plus, comme elle est définie par morceaux,
pour étudier la continuité et la dérivabilité, il faut faire les limites a droite et a
gauche.

1. Le graphe ne comporte pas de «trous», donc la fonction semble continue. Mais on observe
une «cassure» (changement de pente) autour de 0, donc la fonction ne semble pas dérivable
en 0.
2. Etudions la continuité de f.
+ La fonction x - €" est dérivable sur IR, donc la fonction f est dérivable sur ]0, +oco[.
De méme, la fonction x = 1 — x* est dérivable sur R donc la fonction f est dérivable
sur | " 00,0[. Finalement, la fonction f est dérivable sur R* donc a fortiori continue
sur R™.



e Reste a étudier la continuité en 0. On a

. L . . 2

lim f(x)=lime' =1 et lim f(x)= lim 1-x"=1
x—0% x—0% x—=0~ x—=0~

Comme f admet une limite finie a droite et a gauche et que ces deux limites sont

égales, f admet une limite en O et

lim f(x) = 1= /(0).

Donc f est continue en 0.
 Finalement, f est continue sur R.
3. On a déja vu que la fonction est dérivable sur R*. Reste  étudier la dérivabilité en 0 via le
taux d’accroissement. On a
. f(x) = £(0) e —1 . fx) = £(0) _
m ————= m—————= =

li = lim =1eR et Ii Iim —x=0€eR
x—0% x—=0 x—0% x—0" x—=0 x—0~

La fonction f admet une dérivée a droite et a gauche en 0, mais ces deux dérivées ne
coincident pas. Donc la fonction f n’est pas dérivable en 0. Finalement, la fonction f n’est
dérivable que sur ]0,+oo[.

3 Dérivées sucessives
Définition 3.1 Soit f : I — R une fonction. On définit les dérivées successives de f sur [ par

0=y
VneN, f("+1) = (f("))' a condition que f(") existe

* Soitn € N. Si la fonction f () est bien définie, on I’appelle la dérivée n-ieme de f ou la dérivée
d’ordre n de f. On dit que f est n fois dérivable sur /.
* Si, pour tout n € N, f est n fois dérivable sur I, on dit que f est indéfiniment dérivable sur /.

Définition 3.2 Soit f : I — R une fonction.
1. On dit que f est de classe ¢! sur 7si f est dérivable sur et que f " est continue sur /.
2. On dit que f est de classe C? sur I si f est 2 fois dérivable sur / et que f" est continue sur /.
3. On dit que f est de classe C* sur [ si elle est 1 fois dérivable pour tout n € N.

Proposition 3.3 Les fonctions usuelles - polynomiales, exp, In - sont de classe C™ sur leur ensemble de
définition.

Une fonction dérivable n’est pas forcément de classe C l

Proposition 3.4 Les combinaisons linéaires, produis, quotients, puissances, composées de fonctions n fois
dérivables (respectivement de classe C 1, de classe Cz, de classe C™) sont n fois dérivables (respectivement
de classe C' , de classe C’Z, de classe Coo).

2 ) Pour montrer qu’une fonction est de classe C Usur 1 , il s’agit de montrer :
¢ qu’elle est bien définie et continue sur /,
* qu’elle est dérivable sur / et calculer sa dérivée,
et que sa dérivée est continue sur /.



Exemple 3.5 Calculer les dérivées successives de la fonction f définie sur R par

Vx€eR, f(x) =x

@ Dans un premier temps, on justifie que la fonction est indéfiniment dérivable. La
fonction £ est de classe C* sur R en tant que fonction polynomiale.

@ Dans un second temps, on calcule les dérivées successives. De plus, pour tout x € R,
on a

fO=x fw=4, =128, =24 M) =24,
et pour tout 11 > 5, pour tout x € R, £ (x) = 0.
Exemple 3.6 Soit a € R. Calculer les dérivées successives de la fonction f définie sur R par
Vx€eR, flx) =e™.

. . n [N
On doit trouver [’expression de f( ) pour tout n € N : on calcule les premieres
dérivées, on conjecture une formule que I’on démontre par récurrence.

@ Dans un premier temps, on justifie que la fonction est indéfiniment dérivable. Soit
a € R. Tout d’abord, la fonction x + ax est de classe C* sur R en tant que fonction
polynomiale. La fonction x ~ exp(x) est également de classe C* sur R (fonction usuelle).
Par composition, la fonction f est de classe C° sur R.

@ Dans un second temps, on calcule les dérivées successives. Commencons par calculer
les premieres dérivées pour pouvoir conjecturer une formule générale. On a, pour tout
x €R,

ax ! ax I 2 ax
fx)=e",  f(x)=ae”, [(x)=dae",
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) suivante est vraie
P(n): « VxeR, f(x) =d"e™ ».
— Initialisation. Montrons que la propriété P (0) est vraie, ¢’est-a-dire que
Vx €R, f(o)(x) = a’e™
Par convention, f*) = feta’ = 1. Or d’aprés I’énoncé, pour tout x € R, f(x) = e
Donc, la propriété P(0) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie, c’est-a-dire que
Vx€eR, f(")(x) =a'e"”
On veut montrer que la propriété P(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que
VxeR, f(n+1)(x) _ an+leax
Par définition de la dérivée n + 1-ieme et en utilisant I’hypothese de récurrence, on a
Vx €R, f(n+1)(x) = (f(n))'(x) =axd'e™ = "™

Donc la propriété P(n + 1) est vraie.
— Conclusion. Par principe de récurrence, on a démontré que

VneN,VxeR, f(x) = d"e™



Exemple 3.7 On considere la fonction f définie sur [0, 1] par

—— six€]0,1[
veeloal, f={ ;0 IE0

Montrer que la fonction f est de classe C' sur [0, 1[.

Fonction définie par morceaux : probleme potentiel de continuité et dérivabilité
a la jonction, c’est-a-dire en x = 0. De plus, comme elle est définie par morceaux,
pour étudier la continuité et la dérivabilité, il faut faire les limites a droite et a
gauche.

@ Montrer que la fonction est bien définie et continue sur /. La fonction x — In(x) est
bien définie, continue et ne s’annule pas sur ]0, 1[. La fonction x + x est continue sur
10,1[ en tant que fonction polynomiale. Donc, par passage a I’inverse et par produit,
la fonction f est définie et continue sur ]0, 1[. Il reste a étudier la continuité en 0. Par
opérations sur les limites, on a

I =lim —— = 0= /(0
lim f () = lim sy =0 = /(0
Donc la fonction f est continue en 0. Finalement, elle est continue sur /.

@ Montrer que la fonction est dérivable sur / et calculer sa dérivée. La fonction x -
In(x) est dérivable et ne s’annule pas sur 0, 1[. La fonction x — x est dérivable sur 0, 1[
en tant que fonction polynomiale. Donc, par passage a I’inverse et par produit, la fonction
f est dérivable sur 10, 1] et

1
IxIn(x) —xX - _In(x)—1

(In(x))*  (In(x))?

Vxelo 1,  f(x)=

Il reste a étudier la dérivabilité en 0. On a

i L=

= ——=0€R.
ot x—0 x—0* In(x)

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. Finalement, f est dérivable sur / et

In(x)—1 .
Vx € [0, 1], f'(x)={ e S El0dl

0 six=0

® Montrer que la fonction dérivée est continue sur /. Par opérations sur les fonctions
. s o, ! . < s . . .
continues, la dérivée f est continue sur |0, 1[. Il reste a étudier la continuité en 0. On a

S DS D
S = B ey 0O

Donc f' est continue en (. Finalement f " est continue sur /.
@ En conclusion, on a montré que la fonction f était de classe c' sur [0,1].



Exemple 3.8 On considere la fonction f définie sur R par

exp(xz)—l .
VxeR, f(x)= X SP”EO
0 six=0

Montrer que la fonction f est de classe C "sur R.

Pour étre plus efficace, on peut directement étudier la dérivabilité de la fonction
sur le bon intervalle, ce qui impliquera la continuité de la fonction.

@® Montrer que la fonction continue sur R. La fonction x +— x étant dérivable sur R et ne
s’annulant pas sur R* et la fonction x + exp (xz) — 1 étant dérivable sur R, on en déduit,
par opérations, que la fonction f est dérivable sur R* et donc continue sur R*. Il reste &
étudier la continuité en 0. On a, par dérivabilité en O de la fonction x exp(xz),

-1 _d
tim £(x) = im “PETL L o02)) < (arexp()), L, = 0= £(0).

Donc la fonction f est continue en 0. Finalement la fonction est continue sur R.
@ Montrer que la fonction est dérivable sur R et calculer sa dérivée. On a déja montré
que la fonction f était dérivable sur R* et

2 MY Xx— H-1)x1 -1
VxeR*, o) = xexp(x”) X x x(zexp(x) ) X =26xp(x2)—exP(i2) .

Il reste a étudier la dérivabilité en 0. Par dérivabilité en 0 de la fonction x — exp(x), il
existe une fonction € telle que, pour tout x € R «suffisamment proche de 0», on a

exp(xz) =1+0xx" +x28(x2) avec lirrés(xz) =0.
X—
Donc,
2 2,2
- f(0 -1 £
lim I =A0) _ expC) =1 e () = 1 €R.
-0 x—=0 x—0 2 =0 x2 =0

Donc, la fonction est dérivable en 0 et f '(0) = 1. Finalement, f est dérivable sur R et

2 o I
VieR, f(x)={ 20R() - P sixe R’
1 six=0

® Montrer que la fonction dérivée est continue sur R. Par opérations, la fonction dérivée
f " est dérivable sur R*. Il reste 2 étudier la continuité en 0. On a :

2
~1
lim £(x) = lim2exp(x’) — —eXp(xz) =2-1=1=f(0).
x—0 x—0 X

! .
Donc f* est continue en 0.
. . . L 1
* En conclusion, on a montré que la fonction f était de classe C' sur R.



4 Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables

4.1 Inégalité des accroissements finis

Proposition 4.1 — Inégalité des accroissements finis, v1. Soit f : I — R.
On suppose que

@ La fonction f est dérivable sur /.

@ Il existe m,M € R tels que pour toutx € I, onam < f'(x) < M.
Alors,

Y(a,b)€l’, a<b, m(b—a)< f(b)-f(a)<M(b-a).

Proposition 4.2 — Inégalité des accroissements finis, v2. Soit f : I — R.
On suppose que

@ La fonction f est dérivable sur /.

@ Il existe k = 0 tel que pour tout x € 1, on a | f'(x)| < k.
Alors,

Y(a,b)el*,  |f(b)-f(a)| <k|b—al.

2 Ce théoreme quantifie le fait que si la dérivée d’une fonction est bornée, cela limite I’amplitude de
ses variations.

Exemple 4.3 Calculer, a I’aide de I’inégalité des accroissements finis, la limite suivante
lim (x+1) ! !
im (x eXp| 117 xexp| ¢ |-

L’TAF permet d’encadrer la fonction. Puis, on conclut sur la valeur de la limite
grice au théoréeme des gendarmes. On a envie d’appliquer I'IAF avec f(u) =

exp(i), a=xetb=x+1.

Soit x € R. On considere la fonction
ft: R — R
1
u — exp(1)

La fonction f est dérivable sur R et
1 1
YueR, () = ——= ex (—)
, o fu) P\ %

En particulier, par décroissance de la fonction inverse sur ]0,+oo[ et par croissance de la
fonction exponentielle sur R, on a

1 1 1 1
Yue[xx+1], ()] = = ex (—)s—ex (—)
et 1) 17 )] = —ewp| 7)< Few| 5
Donc, en appliquant I’inégalité des accroissements finis, on obtient que
: : 1 1
A+ 1) =11 < e[ 3] 1)
X

Finalement, on a montré que

1 1 1 1
Vx eR, (x+1)exp(x+1)—xexp<}) S—Qexp(;>
Or,
lim = exp| £ ] =0xexp(0) =0
i _}Ernoo;exp < | =0xexp(0) =0.

Donc, par théoreme des gendarmes,

. 1
xllgrnoo(x+ l)exp(xT) —xexp(;) =0.



o L’étude d’une suite récurrente est une application fréquente de 1’inégalité des accroissements finis.
Plus précisément, 1’étude d’une suite définie par u,+; = f(u,) se fait en général selon les étapes
suivantes.

1. On trouve un intervalle / stable par f (c-a-d pour tout x € 1, f(x) € I).

. Alors, si uy € I, on montre par récurrence que pour toutn € N, u, € I.

. On trouve un point fixe de f, ¢’est-3-dire un réel ¢ vérifiant f(¢) = ¢.

On trouve un réel k = 0 tel que pour tout x € 1, | £ (x)| < k.

. En appliquant I'IAF, on obtient que pour tout n € N, |u,4.1 — €| < k|u, — £].

. Par récurrence, on montre alors que pour tout n € N, |u, — £| < k" |ug—£|.
. Si0 <k < 1, en laissant tendre n vers + 00 dans I’inégalité précédente, on en déduit que la suite
converge vers £.

- NV NN

Exemple 4.4 — Etude d’une suite définie par récurrence d I'aide de I'IAF. (%)
On considere la fonction
fi[-2,40[ — R
X — x+2

On considere également la suite (uy,),en définie par
up =0 et VneN, uyr = f(uy,).

Montrer que la suite (u,),en converge vers un réel £ 2 déterminer grace a la méthode précédente.

1. Montrons que I’intervalle [0,2] est stable par f, c’est-a-dire que
Vxe[0,2],  f(x)€[0,2]. (%)
Soit x € [0,2]. D’une part, par propriété de la racine carrée, on sait déja que f(x) = 0.
D’autre part, comme x < 2, par croissance de la fonction racine carrée sur [0, +00[,
Vx+2 <2 +2, c’est-a-dire f(x) < 2.
2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P (n) suivante est vraie
P(n): «u, €0,2] ».
e Initialisation. Montrons que la propriété P (0) est vraie, ¢’est-a-dire que
Uy € [0,2]
D’apres I’énoncé, ug = 0 € [0,2]. Et donc, la propriété P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que
I/l” E [072]
On veut montrer que la propriété P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire que
Upy1 € [02]
Drapres I’énoncé, on sait que
Uns1 = f(uty)-
De plus, d’aprés I’hypothese de récurrence, u,, € [0,2]. Donc, en utilisant la propriété
(x), on obtient que
Up+1 = f(un) € [072]

Donc la propriété P(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par principe de récurrence, on a démontré que

VneN, u, €[0,2].
3. Résolvons I’équation f(¢) = ¢ d’inconnue ¢ € R. Soit/ € R. On a:
(=f0) o  1=V2+0
On en déduit d’abord que nécessairement ¢ = 0. Puis que,
(=240 o [ -(-2=0 o  L==T ou (=2

Donc I’équation f(¢) = ¢ admet une unique solution donnée par £ = 2.



4. Montrons que la dérivée de f est bornée sur [0, +00[. La fonction f est dérivable sur
]1—-2,+00][ et
1

2W/x+2

Comme la dérivée est positive sur ] —2,+00[ et donc sur [0, +0o[, déja, on remarque que

Vxe]-2,+00[, f(x)=

1
2/x+2

Vxe[0,+00[,  |f'(x)|=f(x)=

Soit x € [0,+00[. On a
xz0 donc x+2=2.

Or la fonction x — /x est croissante sur [0, +oo[ donc

Vx+2 =2

Donc, en multipliant cette inégalité par 2 et en utilisant le fait que la fonction x % est
décroissante sur ]0,+00[, on obtient que

1 1

< -

Wxt2 2V2

Finalement, on a montré que
1

Vxe[0,+00[, [ (x)]< =

5. Montrons que

1
VneN, lupsr —2] < —=|u, —2|.

2v/2

On applique I’inégalité des accroissements finis a la fonction f car

@ La fonction f est dérivable sur [0, +00[.

@ Il existe k = 2%5 > 0 tel que pour tout x € [0, +0o[, on a | ' (x)| < k.

Donc,

¥ (a.b) € [0, +00[. |f(b)—f(a>|s2i\/§|b—a|.

Soit n € N. En prenant b = u,, et a = 2 dans I'inégalité précédente (car u,, et 2 appartiennent
a[0,+00[), comme f(u,) = u,4; et £(2) =2, on obtient

|un+l _2| < _lun _2|'

242

6. Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P (n) suivante est vraie
1 n
P(n): «|u,—2| < 2(—) ».
! 2V2

o Initialisation. Montrons que la propriété P (0) est vraie, ¢’est-a-dire que

1 0
w—-2|<2[—1 =2.
0 =2] (2\/5)

D’apres I’énoncé, ug = 0 donc |ug —2| = 2 < 2. Et donc, la propriété P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que

1 n
u,—2| <2 —
e, =2] (2\/5)

On veut montrer que la propriété P(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

1 n+1
ltne1 = 2| < 2<2—\/§)



D’apres I'TAF, on sait que

1
|un+l _2| < _|Mn_2|'

242

Donc, en utilisant I’hypothese de récurrence, on a

1 1 1 n 1 n+1
|u”+1—2|s—xlun—2|s—x2(—> =2(—) .
22 22 22

Donc la propriété P(n + 1) est vraie.
* Conclusion. Par principe de récurrence, on a démontré que

] n
VneN, U, —2 $2<—)
| n | 2\/2

7. Par propriété sur les suites géométriques, on a

1Y 1
Iim 2| ——=| =0 car -1<—=x<1.
n—+00 (2\/§> 2\/5

Donc, par théoréme des gendarmes, la suite (i, ),en admet une limite et

lim u, =2.
n—+0o

4.2 Monotonie des fonctions dérivables

Proposition 4.5 Soit f : I — R une fonction dérivable sur I’intervalle /.
1. La fonction f est constante sur / si et seulement si f " est nulle sur /.

2. La fonction f est croissante sur / si et seulement si f "est positive sur /.
3. La fonction f est décroissante sur [ si et seulement si f "est négative sur I.

Proposition 4.6 Soit f : I — R une fonction dérivable sur I’intervalle /.
1. Si, pour toutx € I, f '(x) > 0 sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle s’annule, alors
f est strictement croissante sur /.
2. Si, pour tout x € I, f '(x) < 0 sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle s’annule, alors
f est strictement décroissante sur /.

11 est indispensable pour appliquer ce résultat de travailler sur un intervalle. En effet, si I’on considere
par exemple la fonction inverse, elle est définie et dérivable en tout point de R* et sa dérivée est
strictement négative sur R*. Cependant, la fonction inverse n’est pas décroissante sur R* (en effet,

—1<1et f(—1) < f(1)). La fonction inverse est seulement décroissante sur les intervalles ] — 00,0[ et
10, +oo[.

Exemple 4.7 On considere la fonction
f: R\{-1} — R

X
€

—_ —
X 1+x

Dresser le tableau de variations de la fonction f. En déduire 1’allure de la courbe de f.
La fonction f est dérivable sur R\{—1} et

e (l+x)—e"  xe
(1+x)? (1+x)*

VxeR\{-1}, f(x)

On en déduit le tableau de variations suivant.



X —00 —1 0 + 00
£ - -0+
0 +00 +00
1 \ \ /
—00 1

Pour représenter I’allure de la courbe, on peut placer les points
suivants :
e Le taux d’accroissement diverge vers +00 en (—1 )i. Donc,
la fonction admet une asymptotique verticale —1.
e La dérivée s’annule en 0, donc la fonction admet une tan-
gente horizontale en x = 0.
 La fonction vaut 1 en 0.
e La fonction est strictement décroissante sur | — 0o, —1[ et
tend vers 0, elle admet une asymptote verticale y = 0 en
—00.

4.3 Conséquence sur les extrema locaux

Définition 4.8 Soient f : I —» R et a un point de /.
* On dit que f(a) est un maximum local de f lorsque la fonction f est majorée par f(a) au
voisinage de a. Autrement dit,

36 >0, Vx€el, |x—al| <6, f(x) < f(a).
¢ On dit que f(a) est un minimum local de f lorsque la fonction f est minorée par f(a) au
voisinage de a. Autrement dit,
36 >0, Vx€el, |x—al| <6, f(x)= f(a).

On dit que f(a) est un maximum global de f lorsque la fonction f est majorée par f(a) sur tout
I’intervalle / entier. Autrement dit, Vxel, f(x) < f(a).

Proposition 4.9 Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / et ¢ un pointde /. On a:

1, .
f admet un extremum local en a = f s’annule en changeant de signe en a

min local

min global
La dérivée de la fonction représentée s’annule trois fois et y La dérivée de la fonction cube s’annule en 0 mais elle ne
change de signe a chaque fois : elle admet trois extrema. change pas de signe : la fonction n’admet pas d’extrema en 0.

a2 Souvent pour trouver des extrema locaux, on peut procéder de la maniére suivante.
1. On cherche les points d’annulation de la dérivée. Cela donne des candidats pour les extrema.
2. On regarde pour chacun des candidats si la dérivée change de signe au voisinage de ce point pour
déterminer s’il s’agit d’un extremum.



3. On peut ensuite regarde si les extrémités de ’intervalle (si elles appartiennent a ’intervalle)
correspondent ou non a des extrema locaux.

Exemple 4.10 On considere la fonction
f: [_%’4'00[ — R
3 3.2
X — X (1——x )

Déterminer les extrema de la fonction f sur [ = [— ‘/Tg, +o0o[.

1. La fonction f est définie, continue et dérivable sur / en tant que fonction polynomiale. De
plus,
Vx el f'(x) =3x"(1-x)(1 +x).

Donc, I’équation f '(x) = 0 admet exactement trois solutions sur / données parx = 0, x = 1
etx = —1. Si la fonction f admet des extrema locaux sur /, ¢’est nécessairement en un de
ces trois points.

2. Pour déterminer si les candidats sont des extrema ou pas, il faut regarder si la dérivée
change de signe au voisinage de ces points l1a. Pour cela, on peut tracer le tableau de
variations de la fonction f.

x| -2 1 0 1 +00
() - 0+ 8+ 0 -
0 2
3
f \ /0/ \
2
3 —00

On en déduit que :
e —1 est un minimum local (mais pas global car ligrn f(x) = —00)
X—=+00
e O n’est pas un extremum (car la dérivée ne change pas de signe autour de x = 0)
e 1 est un maximum global.

7

3. Enfin, on peut regarder les extrémités de I’intervalle. On observe que — ‘/—; est un maximum
local (mais pas global).



