probabilités totales, on a
Une société de location de vélos posséde trois magasins, un a Rosnoén, un a Landerneau et un a Miliza.
Lorsqu’un(e) client(e) loue un vélgf)un jour donné,gdans une des trois villes, il/elle le restitue le lendemain P(Ry) = P(Ro)Pry(R1) + P(Lo) Pro (Ri) + P(Mo) Py (R1)
dans un des trois magasins, puis un autre client reprend le vélo et ainsi de suite. Une étude statistique a =1x0+0x 1 +0x12
permis de montrer que, pour un vélo donné :
o s’il est loué a Rosnoén un certain jour, alors il est laissé le lendemain 2 Landerneau avec la probabilité =0.
1. tandis qu’il est laissé a Milizac avec la probabilité 3,
e s’il est loué a Landerneau un certain jour, alors il est laissé le lendemain 2 Rosnoén avec la probabilité Donc | r; = 0. |De la méme maniére, on obtient que
1, tandis qu’il est laissé a Milizac avec la probabilité 1 et 2 ramené 2 Landerneau avec la probabilité 1.
o s 11 est loué a Milizca, il est laissé 2 Rosnoén avec la probabilité 5 1, laissé 2 Landerneau avec la =1 et m=3.
probablllté ; et ramené a Milizac avec la probablllté 1 u 2
Pour tout n, on note
2. (a) Soitn € N. Recopier I’arbre de probabilités ci-dessous et rajouter les probabilités correspondantes

R, : “Le vélo se trouve a Rosnoén le n-iéme jour” et r, =P(R,) .
. . les différentes branches.
L, : “Le vélo se trouve 2 Landerneau le n-idme jour” et £y =P(Ly) suries .é.ren es branc i's .
M, : “Le vélo se trouve a Milizac le n-idme jour” et My = P(M,) En utilisant les données du texte, on obtient,
R
On suppose qu’au départ, le jour 0, le vélo est 2 Rosnoén. 0// i
—1
1. (a) Donner ry, £ et mg. R 1 Lot
Au jour 0, le vélo se situe toujours 2 Rosnoén, donc nécessairement, ~__ %
~
\\
ro=1, f=0 et mp=0. Y .
r, "
R
(b) Tracer I’arbre des probabilités correspondant a ce qu’il se passe le jour O et le jour 1. % _— i
En utilisant les données du texte, on obtient 1’arbre suivant pour les jours 0 et 1. ’ 1 g
—~— 4
R - L, —— Lyt
o ~&
// i \\
3 L, . My
4
\ . P Ryt
M, /i P
— i
1 R M, — T Ly+1
2 3
/L/ \\
! L My
~_4
\ (b) Montrer que,
~ 1 1
M, VneN, Tntl = Ef,,%—im,p
R Soit n € N. Comme le systeme (R,,L,,M,) est un systtme complet d’événements (le
% _— - jour n le vélo se situe soit a Rosnoén, soit a Landerneau, soit a Milizac), par la formule
1 des probabilités totales, on a
7
L
\\ IIT ! P(Rn‘l) = P(Rn)PRn(Rn*l)‘*‘P(Ln)PLn (RHH) ")‘P(Mn)PMn(anl)
™~ 1
T~ =1y X040y X = +my x 12
M 2

Dong, final t,
5 e e oo S I|
Tnil = + smp.
Comme le systéme (Ro,Lo,Mp) est un systtme complet d’événements (le jour 0 le Ll = R0 ar i

vélo se situe soit 2 Rosnoén, soit a Landerneau, soit a Milizac), par la formule des
(c) Déterminer une relation analogue entre £, et r,, £, et m,.



Soit n € N. De maniere analogue, comme le systtme (R,,Ln,M,) est un syst®me
complet d’évenements (le jour 7 le vélo se situe soit 2 Rosnoén, soit a Landerneau, soit
a Milizac), par la formule des probabilités totales, on a

erH—l :P(Rn)PR,,(LIH-l)+P(Ln)PL,,(Ln+l)+P(Mn)PM,,(Ln+l)
1 1
:r,.xZ+l,.><Z+m,.><14
1

—My.

4

o,
*4"" am

Donc, finalement,

_1 1 1
L1 = gTn+ zln+ 3mn.

(d) Déterminer une relation analogue entre my.| et rn, £, et my.
De la méme maniére, on obtient que

|\7’neIN, Mpy1 = %r,,+%£,.+}tm,,.

3. On introduit, pour tout n € N, la notation

Tn

U= | b

Mp

(a) Donner Up.
En utilisant la question 1(a), on a

1
U= 1|0
0

(b) A TI’aide des questions 2(b), 2(c) et 2(d), déterminer une matrice A € ./ (R) telle que
VneN, Up+1 = AU,.

Soit n € N. A I'aide des questions 2(b), 2(c) et 2(d), on a

[ %é,,-%%m,, 0 % % rn
Upir= | barr | =t ia+dma | =L 1 1| | & | =AU,
M1 %r,, + %f,. + }‘m,, % }, % my
avec .
A T M-
A=y 5 3)=alr 11
ia o 311

(c) Démontrer alors par récurrence que
VYneN, U, =A"Up.

Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, la propriété & (n) : « U, = A"Up » est
vraie.

o Initialisation : Montrons que Z(0) est vraie, c’est-a-dire que Uy = A°Uj. Par

convention A = J5. Donc, on a bien Uy = A°Uj. Donc la propriété 2(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. On suppose que & (n) est vraie, ¢’est-a-dire que U, = A"Up.
Montrons que & (n+1) est vraie, c’est-a-dire que Uy, , | = A" Uj. Par construction
(cf. question 3(b)),

Uny1=AUp.

Dongc, en utilisant I’hypotheése de récurrence, on obtient
Uns1 =AU, = AA"Up = A" Up.

Donc Z(n+1) est vraie.
Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

VneN, U,=A"Up.

4. On considere la matrice

4 1 0
P=|3 0 1
5 -1 -1

(a) Montrer que pour tout B € .#3,1(R), I'équation PX = B admet une unique solution X € .#3 1 (R).
En déduire que P est inversible et expliciter P~ .

Soient
o x
B= [3 E./#:;J([R) et X=1\y E.ﬂgyl(lR).
Y b4
Ona
4 1 0 x a
PX=B & 30 1[|y]=|(8
5 -1 -1/ \z Y
4x + y = a
& 3x + z = B
5x —y — z = 7%
4x + y = a
o - %y + z = B-3a Ly Ly 3L
- P -z =73 Ly L3 — 3L,
4x — y = a
< - % + z = B-%
- 4 = a-3B+y L3 L3 —3L,
4x -y a
& -+ z=B-3
s = “la+ip-iy
4x — y =
- y = de-lg-by
z = —la+3p-Ly
1 1 1
= ta+ip+i
= n +1gﬁ 2y
AR A ot
z = —3a+;ﬂ—;7

la+lﬂ+ly 1 1 o

172 1 12 ]i lZ1 lZl
x={Geioyr =5 )

—30+3B—qv S S VAN




On en déduit que P est inversible et que

1
?

P l=

| =
Mww-—""

| T
PR

EST

(b) Onnote D = P~'AP. Montrer que A = PDP~.
Comme P est inversible, on peut multiplier la relation D = P~'AP 2 gauche par la

matrice P pour obtenir,
PD=PP'AP=AP,

car PP~! = I;. De méme, en multipliant par P! larelation précédente, on obtient

PDP'—A.

(c) Montrer que D est une matrice diagonale.
En effectuant deux produits matriciels, on a

[D]=P'aP
111
pomom)p (022 (41
=§1_3§_§1111301
e 31 1)\5 -1 -1
1 1 1 1
g o1 om)\ (420
=% -1 113 0o o
31 33?510
4 1 3 2
1 0 0
=[o -} o
0 0 0

(d) En déduire, pour tout n € N, I’expression de D".
En utilisant I’expression de D donnée a la question 4(c), par une récurrence immédiate,
on obtient que

1 0 0
vneN, D'=(0 (-3)" 0
0 0 o0

(e) Montrer par récurrence que,
VneN, A"=pD'P..

Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété
P(n): «A" =pPD'P ! »
est vraie.
o Initialisation. Montrons que &?(0) est vraie, c’est-a-dire que A’ = PD°P~!. D’une
part A® = . D’autre part, PD°P~! = PL,P~! = PP~! = I3. Donc la propriété

2(0) est vraie.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons que la propriété Z(n) soit vraie, ¢’est-a-dire que

A" =PD"P~".
Montrons que la propriété &?(n—+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

ArHrl — PDn+IP7I.

D’apres la question 4(b), on aA = PDP!, donc,
A = A" x A =A"PDP!.
Puis, en utilisant I’hypotheése de récurrence, on a
A" = pp"P~'PDP™! = PD"LDP™' = PD"DP~" = PD""' P!

Donc la propriété #(n+ 1) est vraie.
e Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

|VneN, a"=PD"PL.

(H) En déduire que,
VneN, A= i
X

Soit n € N. A I'aide des questions 4(d) et 4(e), on obtient

(a"|=PDP!

4 1 1 0 L & L
=(3 0 1])fo ()" of(3 -3 —$
5 -1 -1/\0 o of \-} 3 -I
4 1 0 5 5 5
=(3 0 1)[3(=5)" 59" -5(=3)"
5 -1 -1 0 0 0
3+3x(=2)" 5-3x(=2)" s-sx (=)
s 2l oy sty s 1k e
5—3x(=3)" f+ix(-3) H+3x(-3)

(g) En déduire, pour tout n € N, I’expression de U,.
Soit n € N. En utilisant le résultat de la question 3(c), I’expression de Uy donnée a la
question 3(a) et I’expression de A" donnée a la question 4(f), on obtient que

3tix(2)" s-ax(=2)" s-sx (=) )

- 1
U, = !
X

c’est-a-dire que

(a) Exprimer, pour tout n € N, 7, £, et m, en fonction de n.
Soit n € N. En utilisant la question 4(g), et par définition du vecteur U,, on a

<(Y)"

|

Wi

1,2 _1\" -1 _
m=3+3x(-3), b= et my, =

¥

(b) Vérifier que,
VneN, Int+ln+m,=1.



Soit n € N. En utilisant le résultat de la question 5(a), on a

1 2 1IN 1.5 2 "
mrtem]=5+3x(-3) +i+ 537 (-
1,15
T34 12

(c) Déterminer les limites des suites (rz)nen, (£n)nen €t (Mn)nen.
Par propriété sur les suites géométriques,

. 1\" 1
lim (—=) =0 car —-1<—-=<1
n—+4oo 2

2

Donc, en utilisant les expressions des suites (r,)nens (€n)nen €t (M) nen trouvées a la
question 5(a), on obtient

lim r, = % et My =
n—-+oo n—y+oo

e

Et, comme (£,),cn est une suite constante, on a directement

lim £, =}.
n—+oo

6.

(a) Sile vélo se trouve a Landerneau le deuxieéme jour, quelle est la probabilité qu’il se trouve a
Milizac le premier jour ?
On cherche 2 calculer Py, (M) ). Par la formule de Bayes, on a

P, (My) = P(M,)Py, (I/z)‘

P(L)
Or d’apres 1’énoncé,

1
PM1 (Lz) = Z

Puis, en utilisant le résultat de la question 5(a), on a

3 1
P(M1)=m1=1 et P(L2)=€2=Z.
Finalement, on a On cherche a calculer Py, (M 1). Par la formule de Bayes, on a

3

3x1 3
P,y (M) =+ T
4

Si le vélo se trouve a Landerneau le deuxi¢me jour, quelle est la probabilité qu’il se
trouve a Milizac le premier jour est de %.

(b) Le fait que le vélo se trouve a Landerneau le premier jour est-il indépendant du fait qu’il se
trouve a Milizac le deuxie¢me jour ?
On se demande si P(M3) = P, (M>). Pour cela, on va calculer les deux probabilités.
D’une part, d’apres 1’énoncé,
1
P, (M) = g

D’autre part, en utilisant le résultat de la question 5(a), on a

2

5 2 1\? 1
P(M2)=m2=ﬁ—§><( )

Comme P(M>) = P, (Ma),

les deux évenements sont indépendants.




