Mathématiques - ECG1 TD 18 — Séries numériques

TD 18 — SERIES NUMERIQUES

Exercice 1 — Etude & la main d’une série (» » =). On considere la série Y uy, ol pour tout k € N, uy =
1. Déterminer la monotonie de la suite des sommes partielles (S, ) en.
2. Montrer que, pour tout k € N, 0 < uy < ek,
3. En déduire, pour tout n € N, un encadrement de S),.
4. En déduire que la série Y u; est convergente. On note S sa somme.
5. Montrer que

1
ekyek”

e
S<——.
e—1
Correction.
1. La série étant a termes positifs (car, pour tout k € N,u; > 0) donc on sait que la suite des sommes
partielles (S, ).en est croissante. On peut re-démontrer ce résultat de la maniére suivante.

n+l

VneN, Sn+1— n—zuk_zuk—un/
k=0 k=0

Donc, la suite (S, ),en est bien croissante.
2. Soit k € N. On a, en utilisant la décroissance de la fonction inverse sur R},

1 1 _
k donc — < = donc up<e k

e >0 donc freF>e - - T
ek+ek " e

De, plus, ek+e % >0 donc u; 2> 0. Finalement, on a bien montré que
VkeN,  O<u<e™
3. D’apres la question précédente, on a
VkeN, OSukSe_k

Donc, en sommant ces inégalités, on obtient
VneN, 0<Zuk<2e‘k

Or, la somme de droite est une somme géométrique, donc on peut la calculer de maniere explicite

comme Ssuit,
[—e—(n+D)

VneN, Ze :Z (e k=

-1
=0 1-e
Donc,
1- e—(n+1) 1
<
[-e! 1-e!
Dong, la suite des sommes partielles (S, ),en est croissante et majorée. D’apres le théoreme de la
limite monotone, elle admet une limite finie, que I’on note S, c’est-a-dire que la série ) uy converge et
sa somme est donnée par S.
4. Comme la suite (S, ),en converge vers S et comme —1 <e”

VneN, 0<S, <

Te,

1 _e—(n+1) 1 e

l-e ! noteo 1-el e-1’

en passant a la limite dans 1’inégalité

VneN, 0<S, <

on obtient
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Exercice 2 - Série télescopique (x « #). Pour tout entier n > 2, on pose u, = In (1 - %) .

1. Déterminer la limite de la suite (u,),>>. Peut-on conclure sur la nature de la série > iy ?
k=2
2. Pour tout n > 2, transformer 1’expression de u,, pour faire apparaitre un télescopage.

3. En déduire que la série . uy; est divergente.
k=2

Correction.
I. Ona |
Vnex2, unzln(l—f) — In(1)=0
nj) n—+oo
On ne peut rien conclure sur la convergence de la série !

2. Ona

1 n-1
Vnz2, u”:ln(l—f):ln(—):ln(n—l)—ln(n).

n n

3. On peut expliciter la suite des sommes partielles (S, )en grice a un télescopage de la maniére suivante,

n

V22, Sn= iuk = > (In(k-1)-1In(k)) =In(1) —In(n) = -In(n).
k=2 k=2

Dong, la suite des sommes partielles (S, )qen diverge vers +oo, ¢’est-a-dire, la série Y uy est diver-
k>2
gente.
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c az . . In(1+1
Exercice 3 - Série télescopique (» « «). Pour tout entier n > 2, on pose u, = %

1. Déterminer la limite de la suite (u,),>2. Peut-on conclure sur la nature de la série Y uy ?

k>2
2. Pour tout n > 3, transformer 1’expression de u,, pour faire apparaitre un télescopage.

3. En déduire que la série Y. u; est convergente et calculer la somme de cette série.

k>3
Correction.
1. Ona ] 1
Vnez2, =nll+-)]—M —
" o ( n) In(n)In(n+1) n—>+oo
On ne peut rien conclure sur la convergence de la série !
2. Ona
1 1
V23, Uy = ln(1+ﬁ) ln(%%) _In(n+1)-In(n) 1 1

() In(ar 1) Wn()n(r+1)  In()n(atl)  In(n) In(z+l)

3. On peut expliciter la suite des sommes partielles (S, ),en grice a un télescopage de la maniére suivante,

ins3 5o Z 1 1 1 1
nzopsb, = Uy = — = —
"TETT S k) In(k+1)) In(2) In(n+1)

Donc, la suite des sommes partielles (S, ),en admet une limite finie donnée par ﬁ, c’est-a-dire, la
série Y uy converge et sa somme est donnée par
k>3
S
k =
i In(2)
[ ]
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Exercice 4 — Série télescopique (» * #). Pour tout entier n € N*, on pose u, = m

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que

a b c
VneN*, Up=—+——+ .
n n+l n+2

2. Pour tout n > 1, déterminer I’expression de S,,, la somme partielle d’ordre n, en fonction n en utilisant
des télescopages.
3. En déduire que la série Y. u; est convergente et calculer la somme de cette série.
k>1
Correction.
1. Soit n € N*. En mettant les fractions au méme dénominateur, on a

a, b G a(n+1)(n+2)+bn(n+2)+cn(n+1) (a+b+c)n®+(3a+2b+c)n+2a
non+l n+2 n(n+1)(n+2) n(n+1)(n+2)

Ainsi, par identification de polyndme, I’égalité

a b c
VneN*, Up=—+—+——.
n n+l n+2

est vérifiée si et seulement si

a+b+c=0
(8) 1 3a+2b+c=0
2a=1
En résolvant ce systéme linéaire, on obtient
1 1
a=—, b=-1, c==
2 2
Et donc, finalement,
. 1 1 1 1 1
VneN™, Up==X————+—

X —F.
2 n n+l 2 n+2
2. Soit n € N. En utilisant I’égalité de la question précédente, on obtient

%2
=
[
0=
<
S

k=1

(L)
a\2 k k+1 2 k+2
C1&(1 1 " 1
52 er)az (e o)
_1(1 L) 1(7_,)

2 1 2\n+2 2

_1

"4 2(n+2) 2(n+1)

3. En utilisant le calcul de la question précédente, on obtient que la suite des sommes partielles (S, )nen
admet une limite finie donnée par 1, ¢’est-a-dire la série ¥ uy converge et sa somme est donnée par

+§ 1
W= —
k=1 S
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Exercice 5 — Convergence et Somme (» » »). Déterminer la nature des séries suivantes et en cas de

convergence, donner la somme de la série.

LY (-2)%

N
6' Z (3k11
keN

11.

k(k=1)2+72
z 3k-2

keN k>2
1 (-2 k(k-1)2
2. Z 37 7. Z k‘ l 2. Z 5]‘7_1
keN keN k>2
1 (3! kt3
3. Z o 8. Z A 13. x
keN keN k=0
k1 k (-1
4. Y & 9. Y 3= 14. Y =
keN keN* keN
k k+1
5. Zk 10. Z o) 15. et
keN keN keN
Correction.
Série Convergence Somme
1 S (-2)F Divergence grossiere
keN
+ 00
2 Z L Convergence (série géométrique avec g = 1 L=3
3k g g q q= 3 3k T 2
keN k=0
+o00
3 Z % Convergence (série exponentielle avec x = 1) % =e
keN k=0
+00
2kt PSP ) PSSR
4 Z = Convergence (série géométrique avec g = ) r=3
keN k=0
5 Z k Divergence grossiere
keN
+ 00
-+t PSP k!
6 Z ( 3k)+1 Convergence (série géométrique avec g = —%) ( 3k)+1 = —%
keN k=0
oo
_2)k . . —2)F _
7 Z ( k,) Convergence (série exponentielle avec x = -2) ( k!) =e?
keN k=0
+0o
—3)k-1 . . _3)k-1 _
onvergence (série exponentielle avec x = — =-zxe
8 (3) C tiell 3 (3) e
keN k=0
+o00
9 Z %k% Convergence (série géométrique dérivée ordre 1 avec g = é) Z 3,%1 = %
keN* k=1
+00
10 Z ﬁ Convergence (série géométrique dérivée ordre 1 avec g = —%) Z (_lé) 7= —%
keN k=0
+ 00
k(k=1)2"2 PSP k(k=1)2"2
11 Z (%,{77)2 Convergence (série géométrique dérivée ordre 2 avec g = %) Z ( 3,{,)2 =54
k2 k=2
+
12 Z k(k-1)2" Convergence (série géométrique dérivée ordre 2 avec g = 3) f k(=D 200
5h-1 g g q q4=73 5h-1 27
k2 k=2
+0o
13 ’:’73 Convergence (somme de deux séries géométriques) %3 %
k>0 k=0
oo k+2
(=2 I (g ! D% 3
14 kz ~—r— | Convergence (série géométrique dérivée ordre 1 avec g = -3) kz;) =16
€N =
+ 00
15 bl C ( de d éries géométriques) kel 3
ETen) onvergence (somme de deux séries géométriques ¥ =3
keN k=0
]




