Mathématiques - ECG1 TD 21 - L'espace vectoriel R" (Correction)

TD 21 - L’ESPACE VECTORIEL R” (CORRECTION)

1 Sous-espaces vectoriels de R”

Exercice 1 - Méthodes 1 & 2, Exemples 2.2, 2.3, 2.4, 2.6 & 2.7. Les ensembles décrits ci-dessous sont-ils
des sous-espaces vectoriels de 1’espace E ? Justifier.

Fi={(x,9,2) eR®|x+y-2z=0} dans E =R3
B={(x,z)eR®|x+y-2z=1} dans E =R3
F={(x,y)eR?|y=x*} dans E = R?
Fy={(x,9,2,t) eR*|2x+3y+z=0} dans E =R*

Fs= {(x,y,z) eR¥|x+2y+2z=0et 3x—y+z=0} dans E =R?

Correction.
* Montrons que F| est un sous-espace vectoriel de R3.
@ F est bien inclus dans R3.
@ L’élément neutre Ogs = (0,0,0) appartient & F; car 0+0-2x0=0.
® Soient u = (x1,y1,21) et v = (x2,y2,22) deux vecteurs de F, ¢’est-a-dire deux éléments de R* qui
vérifient
x1+y1-2z1=0 et X2+y2—2720=0

et soient a et b deux nombres réels. Montrons que le vecteur au + bv est dans Fj.
— Dans un premier temps, on peut calculer que le vecteur au + bv est donné par

au+bv=a(xy,y1,z1) +b(x2,y2,22) = (axy + bxp,ay; +bys,az1 +bzp) = (X,Y,Z).
— Montrons que au +bv € Fy, c’est-a-dire que
X+Y-2Z=0.
En utilisant le fait que u et v sont dans Fj, on obtient que

X +Y -2Z =ax; +bxy +ay; +by, —2(az; +bz)
:a(x1 +y1 —211) +b(JC2 +y2—222)
=a-0+b-0
=0.

Donc au+bv e Fy.

Finalement,

Fj est bien un sous-espace vectoriel de R>. ‘

. L’ensemble‘ F> n’est pas un sous-espace vectoriel de R ‘carl’élément neutre Ogs = (0,0,0) n’appartient
pasaF,car0+0-2x0#1.

e ’ensemble ‘F3 n’est pas un sous-espace vectoriel de R? ‘ car il n’est pas stable par combinaison

linéaire. En effet, 1'élément (1,1) appartient 2 F3 (car 12 = 1) et I’élément (—1, 1) aussi (car 1 = (—1)?).
Pourtant, I’élément (1,1)+ (-1,1) = (0, 1) n’appartient pas a F3 car 1 # 0°.

* On montre que ‘ Fj est un sous-espace vectoriel de R*. ‘

* On montre que ‘ F5 est un sous-espace vectoriel de R>. ‘
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2 Sous-espaces vectoriels engendré par une famille de vecteurs

Exercice 2 - Méthode 3, Exemple 2.9. Soit G = Vect((1,-1,-1),(-6,1,4)). Les vecteurs v; = (1,4,1)
et vo = (-1,0,1) appartiennent-ils & G ?

Correction.
* Montrons que v; = (1,4,1) € G, c’est-a-dire trouvons deux réels a et b tels que

vi=a(l,-1,-1)+b(-6,1,4).

Pour trouver les coefficients a et b, on peut résoudre le systéme donné par 1’égalité au-dessus. Soient
(a,b)eR* Ona:

a-6b=1 a-6b=1 a=-5
v=a(l,-1,-1)+b(-6,1,4) < -a+b=4 < -5b=5 < b=-1
—-a+4b=1 -2b=2 b=-1

Finalement, on obtient que
vy ==5(1,-1,-1) - (-6,1,4).

Et donc que ‘ v1 appartient a G. ‘

Montrons que v, = (=1,0,1) ¢ G. Supposons par I’absurde que v; € G. Alors, il existe deux réels a et b tels
que

vy=a(l,-1,-1)+b(-6,1,4),

c’est-a-dire

a-6b=-1 a-6b=1 a-6b=1
—a+b=0 < {-5h=-1 < {b=1
—a+4b=1 -2b=0 b=0
Les deux dernieres lignes sont incompatibles. C’est absurde. Donc | v, n’appartient pas a G. |
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Exercice 3 - Méthode 4, Exemple 2.17. Exhiber une famille de vecteurs de R? telle que F; soit 1’espace
engendré par cette famille. Faire de mé&me pour les espaces Fj et Fs.

Correction.
* Soit F = {(x,y,z) €R? | x+y—2z=0} un sous-espace vectoriel de R>. I’ ensemble est défini de maniere
conditionnelle avec trois inconnues et une équation (Etape 1). Soit u = (x,y,z) € R3. Ona:

uek = x+y-2z=0 (Etape 2)

On a une équation pour trois inconnues : on choisit une inconnue principale - par exemple x - que ’on
exprime en fonction des deux inconnues restantes - ici y et z.

uek <= x=-y+2z (Etape 3)
Ainsi, on obtient que
uelk < u=(-y+2z,y,2) (Etape 4)
< u=y(-1,1,0)+z(2,0,1) (Etape 5)
< ue Vect((-1,1,0),(2,0,1)) (Etape 6)

Donc

Fi = Veet((-1,1,0),(2,0,1)).

Ceci redémontre au passage que F| est un sous-espace vectoriel de R>.

* On montre de méme que

‘F4 :VCCt((l,O,—Z,O),(0,1,—370),(0,070,1)). ‘

* Soit F5 = {(x,y,z) €R? | x+2y+2z=0 et 3x—y+z=0} un sous-espace vectoriel de R>. L ensemble est
défini de maniere conditionnelle avec trois inconnues et deux équations (Etape 1). Soit u = (x,y,z) € R3.

Ona:
0

0

x o+ 2y + 2z

3 -y o+ 2 (Etape 2)

ucks < {

On a deux équation pour trois inconnues : on choisit deux inconnues principales - par exemple x et y -
que I’on exprime en fonction de 1’inconnue restante - ici z.

x + 2y + 2z = 0 x = -2z 2
F. 1 Etape 3
uelFs < { Sy - 5z =0 < {y _ —%Z (Etape 3)
Ainsi, on obtient que
uel; < u= (—%z,—%z,z) (Etape 4)
< uzz(—%—%,l) (EtapeS)
<= ueVect((—%,—%,l)) (Etape())

Donc

‘F5 = Vect((-2,-2,1)) ‘

Ceci redémontre au passage que Fs est un sous-espace vectoriel de R>.
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Exercice 4 - Méthode 5, Exemple 2.18.
1. On considére le vecteur de R suivant : u; = (1,2,3). Soit G; = Vect(u;). Trouver un systeme
d’équation-s définissant G .
2. On considere les vecteurs de R? suivants : u; = (1,2,3), uy = (1,0, 1). Soit G5 = Vect(u;,u ). Trouver
un systeme d’équation-s définissant G,.
3. On considere les vecteurs de R? suivants : u; = (1,2,0), uy = (2,1,0) et u3 = (1,0,1) Soit G3 =
Vect(uy,uz,u3). Trouver un systeme d’équation-s définissant Gy.

Correction.
1. Soit G| = Vect((1,2,3)). Trouvons un systeme d’équation-s définissant G. Soit u = (x,y,z) € R>.

ueGy < 3JaeR, a(1,2,3)=u (Etape 1)
a=x

< JaceR, 2a=y (Etape 2)
3a=z

* Siy=2xetz=3x alors ce systtme admet bien une solution.
* Siy# 2x ou z# 3x alors ce systeme n’admet pas de solution (lignes incompatibles).
Finalement,

ue G = y=2x et z=3x. (Etape 3)

Donc

G ={(x,y,2) eR3|y=2x et z=3x} (Etape 4)

2. Soit G, = Vect((1,2,3),(-1,0,1)). Trouvons un systéme d’équation-s définissant G,. Soit u =

(x,,2) €R?.
ueGy, < 3(a,b)eR? a(1,2,3)+b(-1,0,1)=u (Etape 1)
a-b=x
< 3JaeR, {2a=y (Etape 2)
3a+b=z
b=3- /
< 3aeR, ja=3 (Etape 2)
b:z—%y

e Si % -x=z- 37} alors ce systeme admet bien une solution.
* Si % —-X#+Z- %y alors ce systeéme n’admet pas de solution (lignes incompatibles).
Finalement,
3 .
ueG, < %—x:z—?y < y-2x=2z-3y < x-2y+z=0 (Etape3)

Donc

GZZ{(xa)’aZ)ER3 | x-2y+z=0} ‘ (Etape 4)

3. On montre de méme que
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3 Familles génératrices

Exercice 5 - Méthode 6, Exemple 3.3.
1. Montrer que ((1,2),(0,-1)) est génératrice de R>.
2. Montrer que ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) est génératrice de R>.
Correction.
1. Soient e; = (1,2) et ey = (0,~1). Montrons que (e1,e>) est génératrice de R>.
® Les vecteurs e et e, appartiennent a R?.

@ Soit u = (x,y) € R>. Montrons qu’il existe a et b deux réels tels que u = ae; +bey. Soient
(a,b) eR2.

a=x a=x
ae| +bey =u < P=N
{Za—b:y {b:2x—y

En prenant a =x et b =2x—y on a bien u = ae; + be,.

Ceci prouve que | la famille (e, e;) est génératrice de R. ‘

2. Soiente; = (1,0,1), e2=(1,1,0) et e3=(0,1,1). Montrons que (ej,es,e3) est génératrice de R>.
@ Les vecteurs e, e; et e3 appartiennent a R3.
@ Soit u = (x,y,z) € R*. Montrons qu’il existe a, b et ¢ trois réels tels que u = ae; +be; +ce3. Soient

(a,b,c) R3.
a + b = X
aei +bey+cez =u-<= b + =y
a + ¢ = 2z
a + b = x
p—g b + = y
- b + = z-x
a + b = X
= b + ¢ = y
2c = z—-x+y
a = Yx-y+z)
<4 b = Fx+y-2)
¢ = %(—x+y+z)

En prenant a = %(x—y+z), b= %(x-ry—z) etc= %(—x+y+z), on a bien u = aej +bey + ces.

Ceci prouve que | la famille (e, es,e3) est génératrice de R3.
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Exercice 6 - Méthode 7, Exemple 3.5.
1. Montrer que F5 = {(t,4t),t € R} est un sous-espace vectoriel de R? et en déterminer une famille
génératrice.
2. Montrer que F; = {(a,a+b,b),(a,b) e R?} est un sous-espace vectoriel de R? et en déterminer une
famille génératrice.
3. Montrer que Fy = {(a+b,a-2b,3b—a),(a,b) € R?} est un sous-espace vectoriel de R? et en déterminer
une famille génératrice.

Correction.
1. Déterminons une famille génératrice de Fs = {(z,4t),r € R}. L'ensemble est défini de maniere
paramétrique avec un parametre (Etape 1). Soit # € R%. On a

ueFs < 3JreR,u=(t,41) (Etape 2)
<  JreR, u=1(1,4) (Etape 3)
< ueVect((1,4)) (Etape 4)

Ainsi,
Fs=Vect((1,4))

donc F5 est un sous-espace vectoriel de R et la famille

‘ ((1,4)) est génératrice de Fs. ‘

2. Déterminons une famille génératrice de F; = {(a,a+b,b),(a,b) € R*}. L'ensemble est défini de
maniére paramétrique avec deux paramétres (Etape 1). Soit u € R3. On a

ueF, < 3(a,b)eR? u=(a,a+b,b) (Etape 2)
< 3(a,b)eR%, u=a(1,1,0)+b(0,1,1) (Etape 3)
< ueVect((1,1,0),(0,1,1)) (Etape 4)

Ainsi,
Fy = Vect((1,1,0),(0,1,1))

donc F; est un sous-espace vectoriel de R et la famille

‘ ((1,1,0),(0,1,1)) est génératrice de F. ‘

3. On montre de méme que Fy est un sous-espace vectoriel de R? et la famille

‘ ((1,1,-1),(1,-2,3)) est génératrice de Fg.
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Exercice 7 - Méthode 7, Exemple 3.6.
1. Montrer que Fy = {(x,y,z) € R? | x—2y+3z = 0} est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer
une famille génératrice.
2. Montrer que Fig = {(x,y,z,t) € R* | x+y+z=0et 2x+y+z—1 =0} est un sous-espace vectoriel de R*
et en déterminer une famille génératrice.

Correction.
1. Déterminons une famille génératrice de Fo = {(x,y,z) € R® | x=2y+3z=0}. L'ensemble est défini de
maniere conditionnelle avec trois inconnues et une équation (Elape 1). Soit u = (x,y,z,t) € R* Ona:

ueky < x-2y+3z=0 (Etape 2)

On a une équation pour trois inconnues : on choisit une inconnue principale - par exemple x - que I’on
exprime en fonction des deux inconnues restantes, ici y et z.

ueky < x=2y-3z (Etape 3)
Ainsi, on obtient que
ueFy < u=(2y-3z,5,2) (Etape 4)
< u=y(2,1,0)+z(-3,0,1) (Etape 5)
< ueVect((2,1,0),(-3,0,1)) (Etape 6)

Ainsi,
Fy =Vect((2,1,0),(-3,0,1))

donc Fy est un sous-espace vectoriel de R? et la famille

‘ (2,1,0),(-3,0,1) est génératrice de Fy. ‘

2. Déterminons une famille de génératrice de Fig = {(x,y,z,) €R* | x+y+z=0et 2x+y+z—1 =0}.
L’ensemble est défini de maniere conditionnelle avec quatre inconnues et deux équations (Etape 1).
Soit u = (x,y,z,t) €R*. Ona:

X + y + z =0

Stape 2
2x + y + z -t =0 (Etape 2)

ueF10 <~ (S){

On a deux équations pour quatre inconnues : on choisit deux inconnues principales - par exemple x et
y - que I’on exprime en fonction des deux inconnues restantes, ici z et ¢, grace a la méthode du pivot

de Gauss.
X + y + z = 0
(5) = { -y -z —t =20
p=s ro= ! (Eme?)
y _ —Z—[ cp -
Ainsi, on obtient que
uekFyy < u=(t,-z-1,z,0) (Etape 4)
< u=z(0,-1,1,0)+£(1,-1,0,1) (Etape 5)
< wueVect((0,-1,1,0),(1,-1,0,1)) (Etape 6)

Ainsi,
Fio = Vect ((0,-1,1,0),(1,-1,0,1))

donc Fjg est un sous-espace vectoriel de R* et la famille

‘ (0,-1,1,0),(1,-1,0,1) est génératrice de Fj. ‘
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4 Familles libres

Exercice 8 - Méthode 8, Exemple 3.10. Montrer que ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) est libre dans R>.

Correction. Soient uy = (1,0,1), up = (1,1,0) etuz = (0,1,1). Montrons que la famille (u;,us,u3) est libre.
Soient (A1,A2,23) € R? tels que Aju; + Apus + Azus = Og3. Montrons que A; =4, = A3 =0.
Ona
/'Lml + )Lzuz + 13143 = 0R3

donc A1(1,0,1)+24,(1,1,0) + A3(0,1,1) = (0,0,0)
7Ll + 12 = 0
donc A + A3 = 0
)ul + 2,3 = 0
7L] + 7Lz = 0
donc + A + A3 =0
M + A3 =0 L3 < L3-L,
7L] + QLZ = 0
donc + A + A3 =0
223 = O Ly« L3+1p
donc Al=7Lz:A3:0
Donc ‘ la famille (u;,up,u3) est libre. ‘ ]
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Exercice 9 - Méthodes 8 & 9, Exemples 3.10, 3.11, 3.12 & 3.13. Les familles suivantes des R3 sont-elles
libres ou liées ?

1. up=(1,1,0), up = (0,1,1) ;

2. up=(0,1,-1), up = (1,0,-1), uz = (1,-1,0) ;

3. u; =(0,0,1), up = (0,1,1), u3=(1,1,1) ;

4. uy=(1,1,-1),up=(1,-1,1), us = (-1,1,1), ug = (1,1,1).

Correction.
1. Montrons que la famille (u;,u) est libre. Soient (A1,4;) € R? tels que Aju; + Apus = Og3. Montrons

que A; =4, =0.
Ona
/11141 +7Lzu2 = 0R3
donc A1(1,1,0) +22(0,1,1) = (0,0,0)
M =0
donc A+ A =0
+ 7Lz = 0
donc AM=4=0

Donc ‘ la famille (u;,uy) est libre. ‘

2. Montrons que la famille (u1,u2,u3) est liée. On cherche (A;,2,43) € R3, (A1,22,23) # (0,0,0) tels
que llul + 7Lzu2 + /13143 = OR3‘

* Premiere méthode : On cherche «a I’oeil» un lien entre les trois vecteurs. En effet, on peut

remarquer directement que

73] —u2+u3:0R3.

Donc la famille (u;,un,u3) est liée.
¢ Deuxieme méthode : On cherche une solution non nulle au systtme donné par la relation
Auy +Aup + Azuz = OR3' Soient (11712,13) eR3.

)Q + )1.3 = 0
llul +lgu2+z,3u3 :0R3 Aad A - A& =0
M- A =0
)»2 + )Lg = 0
= M - A3 =0
- AL - X =0 L3 IL3+1)
Az + 2.3 = 0
=N M - A =0
0 =0 Lz < L3+L;
M = A
= { Moo= M3

Finalement, on peut prendre A3 = 1 et donc A; = 1, puis A, = —1, et on retrouve que

uy —up+uz =0gs.

Donc ‘ la famille (u;,us,u3) est liée. ‘

3. Montrons que la famille (u;,u;,u3) est libre.
Soient (A1,A2,43) € R? tels que Aju; + Asuy + Azuz = 0Og3. Montrons que A; =4, =43 = 0.

Ona
ﬂ,]ul +7Lzu2 +l3u3 = 0R3
donc 21(0,0,1) +2A,(0,1,1) + A3(1,1,1) = (0,0,0)
A3 = 0
donc A + A3 = 0
11 + lz + 7L3 = 0
donc Al :)Q 213 =0

Donc ‘ la famille (uy,us,us3) est libre. ‘
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4. Montrons que la famille (u,uy,u3,us) est liée. On peut remarquer directement que

U +uy+uz=uy

Donc ‘ la famille (u;,up,u3,uq) est lie. ‘

10
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5 Bases

Exercice 10 - Méthode 10, Exemples 3.16 & 3.18.
1. Montrer que la famille ((1,2),(~1,3)) est une base de R%.
2. Montrer que la famille ((1,0,1),(2,1,0),(1,1,1)) est une base de R>.

Correction.
1. Soient u; = (1,2) et up = (~1,3). Montrons que la famille (u;,u>) est une base de R%.
® Tous les vecteurs u; et u appartiennent a R>.
@ Soit u = (x,y) € R?. Montrons qu’il existe un unique couple (a,b) € R? tel que u = au; + bus.
Pour cela, résolvons le systéme associé. Soit (a,h) €R>. Ona:

a - b = x
u=auy+bu = 2a 4+ 3b =y
- a - b = X
5b = y—2x L3€L272L|
3x , Y
a = ?‘f‘g
R R

Dong, le systeme admet une unique solution, ¢’est-a-dire qu’il existe un unique couple (a,b) € R?
tel que u = auy +bus.

Donc ‘ la famille (u;,uy) est une base de RZ. ‘

2. Soient u; = (1,0,1), up =(2,1,0) et uz = (1,1,1). Montrons que la famille (u;,up,u3) est une base de
R3.
® Tous les vecteurs uy,us,u3 appartiennent a R>.
@ Soit u = (x,y,z) € R*. Montrons qu’il existe un unique triplet (a,b,c) € R? tel que u = auy + buy +
cu3. Pour cela, résolvons le systeme associé. Soit (a,b,c) €R3. Ona:

a + 2b + = X
u=auy +buy +cuy < b + ¢ =y
a + = z
a + 2b + ¢ = by
<= b + ¢ =y
- 2b = z-x IL3<I13-L;
- X_ iz
“ - ZX y+22
<~ C = _§x+yz+i
b = i—*

Dong, le systéme admet une unique solution, ¢’est-a-dire qu’il existe un unique triplet (a,b,c) € R3
tel que u = auy +bus + cus.

Donc | la famille (u1,us,u3) est une base de R>.

11
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Exercice 11 - Méthode 11, Exemple 3.19. On considére les quatre vecteurs de R3 suivants : u; = (1,2,0),
up = (0,0,3), uz = (1,2,3) et ug = (-2,—4,1). Déterminer une base de F = Vect(uy,up,u3,us).

Correction. Trouvons une base du sous-espace vectoriel F = Vect(uy,up,u3,us).
* Par construction, la famille (uy,us,u3,us) engendre F. Cependant, ce n’est pas une famille libre (et
donc pas une base) car, on peut remarquer par exemple que

1
uz =uy+uy et u4:—2u1+§u2.

Si on ne le voit pas directement, on peut chercher quatre réels a, b, ¢, d non tous nuls tels que
auy +buy + cuz +duy = Ogs en résolvant le systeme associé. Ceci montre également que

F =Vect(uy,up)

et donc que la famille (u1,uy) engendre également F.
» Montrons que la famille (u;,u>) est libre. Soient (A1,2,) € R? tels que Au; + Ayup = Og3. Montrons
que A; =A,=0.0na
/'L]ul +)Lzu2 = 0R3

M =0
donc 20 =0
3 = 0
donc A=4=0
Donc, la famille (u1,u;) est une famille libre.
Finalement, | 1a famille (u;,uy) est une base de F. [

12
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Exercice 12 - Méthode 12, Exemple 3.20. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces
vectoriels et en déterminer une base.

1. G ={(x,5,2) eR?*|x-2y=0};

2. Gy={(x,9,2,t) eR*|x—y+z-1=0,x+2y+3z+4t =0} ;

3. G3={(x,5,2) R} |x=2y =3z} ;

4. Gy={(x,y,z,t) eR*|x+y=y+z=z+1=1+x=0};

Correction.
1. Montrons que G = {(x,y,z) € R® | x—2y = 0} est un sous-espace vectoriel de R* et déterminons-en
une base.
e Premiere étape : On détermine une famille génératrice de G; grice a la Méthode 7 (4).
L’ ensemble est défini de maniére conditionnelle avec trois inconnues et une équation (Etape 1).
Soit u = (x,,z) €R*. Ona:

ueGp < x-2y=0 (Etape 2)

On a une équation pour trois inconnues : on choisit une inconnue - par exemple x - que I’on
exprime en fonction des deux inconnues restantes - ici y et z.

ueGp < x=2y (Etape 3)
Ainsi, on obtient que
ueG; < u=02y,y2) (Etape 4)
< u=y(2,1,0)+2(0,0,1) (Etape 5)
< wueVect((2,1,0),(0,0,1)) (Etape 6)

Dong, la famille
(u17u2) = ((27 1a0)7 (0707 1))

est génératrice de Gj.
¢ Deuxieme étape : On extrait une famille libre de la famille génératrice grace a la Méthode
11. Montrons que la famille (u1,uy) est libre. Soient (A1,4;) € R? tels que Aju; + Apus = ORs-
Montrons que A; =A, =0. On a
llul + a,zuz = OR3

20 = 0
donc M =0
A = 0

donc M=2=0

Dong, la famille (u,u;) est une famille libre.
la famille ((2,1,0),(0,0,1)) est une base de Gj. ‘

¢ Finalement,

2. Montrons que Gs = {(x,,z,1) € R*|x—y+z—1=0,x+2y+3z+4t =0} est un sous-espace vectoriel de
R* et déterminons-en une base.
¢ Premiere étape : On détermine une famille génératrice de G, grice a la Méthode 7 (4).
L’ensemble est défini de maniére conditionnelle avec quatre inconnues et deux équations (Etape
1). Soit u = (x,y,z,t) eR*. Ona:

x -y + z -t =20

e
x + 2y + 3z + 4 0 (Etape 2)

MEGZ = (S) {

On a deux équations pour quatre inconnues : on choisit deux inconnues - par exemple x et y -
que I’on exprime en fonction des deux inconnues restantes - ici z et ¢ a I’aide du pivot de Gauss.

x -y + z - t =20
(S) = { 3y + 2z + 5t = 0 Lr <~ 1y,—L
5. 2
X = -—-3z7-%t
g _ 33
y = —32-3t
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Ainsi, on obtient que

ueGy, <« u=(-3z-3%t,-3z-31,2,1) (Etape 4)
< u:z(—%,—%,1,0)+t(—%,—%,0,1) (Etape 5)
< ueVect((—%,—%,l,O),(—%,—%,0,1)) (Etape 6)
< ueVect((-5,-2,3,0),(-2,-5,0,3)) (Etape 6)

Donc, la famille
(“17u2) = ((_5’_27330)3(_27_53073))

est génératrice de G,.
¢ Deuxieme étape : On extrait une famille libre de la famille génératrice grace a la Méthode
11. Montrons que la famille (u1,u;) est libre. Soient (A;,A;) € R? tels que Aju; + Ayun = ORs-
Montrons que A; =A, =0. On a
llul +lzu2 = 0R4

-5 - 2% = 0
2M - 54 =0
donc 3 -0
3, =0
donc M=A=0

Donc, la famille (u1,u) est une famille libre.
la famille ((-5,-2,3,0),(-2,-5,0,3)) est une base de G,.
3. On montre de méme que

¢ Finalement,

la famille ((2, 1, %)) est une base de Gs.

4. On montre de méme que

‘ la famille ((—1,1,-1,1)) est une base de Gy.
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6 Dimension

Exercice 13 - Méthode 13, Exemple 4.4. Dans chaque cas, montrer que F est un sous-espace vectoriel
et calculer sa dimension :

1. F= {(x,y,z) eR3 | x+5y+4z= 0} ;

2. F= {(x,y,z,t) eR*Y|x+y=y+z=z+t :O} ;

3. F={(3a-5b,2a,a+b), (a,b)eR*}
Correction.

1. On peut montrer que la famille ((-5,1,0),(-4,0,1)) est une base de F. Donc F est un sous-espace

vectoriel de R3 de

2. On peut montrer que la famille ((—1,1,-1,1)) est une base de F. Donc F est un sous-espace vectoriel

de R d | dimension 1

3. On peut montrer que la famille ((3,2,1),(-5,0,1)) est une base de F. Donc F est un sous-espace

vectoriel de R3 de
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Exercice 14— Méthodes 13 & 14, Exemples4.4&4.7. Onpose E = {(x,y,z,t) eR* |x+y+z=x-4t+2z=0}.
1. Déterminer la dimension de £
2. Montrer que E = Vect((2, 1,-3,-1), (2,—5,3,2)).

Correction.
1. On peut montrer que la famille ((-2,1,1,0),(4,-4,0,1)) est une base de F. Donc F est un sous-

espace vectoriel de R* de

2. Montrons que E = Vect((Z7 1,-3,-1), (2,—5,3,2)).
(a) Montrons que Vect((2,1,-3,-1),(2,-5,3,2)) c E. On remarque que

(2,1,-3,-1)€E car 24+1-3=2-4(-1)+2(-3) =0
(2,-5,3,2) €E car 2-5+3=2-4.2+2.3=0

Ainsi, par stabilité par combinaison linéaire, Vect((Z7 1,-3,-1),(2,-5,3, 2)) cE.
(b) Montrons que les deux espaces sont de méme dimension.
* L’espace E est de dimension 2 (cf Question 1).
* La famille (2,1,-3,-1),(2,-5,3,2) génére I'espace Vect((2,1,-3,-1),(2,-5,3,2)) par
construction. De plus, c’est une famille libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Donc, ¢’est une base de cet espace. Donc Vect ((27 1,-3,-1),(2,-5, 3,2)) est de dimension
2 aussi.

Donc ‘ E = Vect((2,1,-3,-1),(2,-5,3,2)).
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Exercice 15 - Méthode 15, Exemple 4.12. Montrer que la famille ((1,0,1),(0,1,0),(1,2,3)) est une
base de R>.

Correction. Notons u; = (1,0,1), up = (0,1,0) et uz = (1,2,3). Montrons que (u;,us,u3) est une base de
R3.
@ Les vecteurs uy, up et uz appartiennent bien a R3.
@ Montrons que la famille (u,uy,u3) est libre. Soient (A1,42,43) € R3 tels que Aju; + Aoun + Azus = Ogs-
Montrons que A; =A; = A30. On a
Mul + )vzuz + 2,3 = 0R3

11 + /13 = 0
donc A + 2 = 0
M + 3% =0
11 + 2,3 = 0
donc )Lz + 2)L3 = 0
24 = 0 Ly<Ls—L,
donc 3,1 :lz=l3=0

Donc la famille (u;,us,us) est libre.
® On sait que dim(R?) = 3 et que card((u;,uz,u3)) =3 donc card(uy,uz,u3)) = dim(R?).

Done | la famille ((1,0,1),(0,1,0),(1,2,3)) est une base de R>. \ .
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Exercice 16 - Méthode 16. Dans R>, on considere les trois vecteurs e = (0,-1,2), e = (1,-2,3) et
e3=(1,-1,1). Déterminer rg(eq,ez,e3).

Correction. Déterminons la dimension de F = Vect(ej,e,e3).
* Par construction, la famille (e1,e;,e3) engendre F. Cependant, ce n’est pas une famille libre car on
peut par exemple remarquer que
ey =e|+es.

Ceci montre également que
F =Vect(ey,e3)
et donc que la famille (ey,e3) engendre également F. Montrons que la famille (ey,e3) est libre. Soient
(A1,43) € R? tels que Aje; + Aze3 = 0Og3. Montrons que A; =A3=0. On a
/116‘1 +A3€3 = 0R3

+ 13 =0
donc - - 2% = 0
2/11 + 3/13 = 0

donc A=23=0

Dongc, la famille (ej,e3) est une famille libre.

* Finalement, la famille (e1,e3) est une base de F et donc F est un sous-espace vectoriel de R3 de
dimension 2. Et donc
rg(el ,62763) = dlm(F) = 2,

c’est—é-dire‘ la famille (e,ez,e3) est de rang 2. ‘
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