
Mathématiques – ECG1 DS 6

DS 6

Vendredi 29 mars, de 13h30 à 17h30

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part important dans l’appréciation des copies. Les candidats sont invités
à encadrer dans la mesure du possible les résultats.

• Exercice 1 - Questions de cours

Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Soit A ∈M4(R) une matrice vérifiant A3 = 4A2−4A. On définit deux suites (an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ par

a1 = 0 et b1 = 1 et

∀n ∈ N∗,

{
an+1 = 4an +bn
bn+1 =−4an.

Montrer par récurrence que,
∀n ∈ N∗, An = anA2 +bnA.

2. (a) Montrer que

∀k ∈ N,
1

(k+3)(k+4)
=

1
k+3

− 1
k+4

(b) En déduire que la série suivante est convergente et donner sa somme,

∑
k∈N

1
(k+3)(k+4)

3. Étudier la nature des séries suivantes et donner leur somme en cas de convergence,

a) ∑
k∈N

1
k!

b) ∑
k∈N∗

3k−1

4k+1 c) ∑
k∈N

3×7k +(−1)k

k!
d) ∑

k>2

k2

5k

4. On considère une population touchée par une maladie affectant une personne sur 100. Un test de
dépistage est proposé dont voici les caractéristiques :
• 95% des personnes malades ont un test positif
• 99,9% des personnes saines (non malades) ont un test négatif

Notons M l’évènement «être malade» et T l’évènement «avoir un test positif».
(a) Déterminer la probabilité d’obtenir un test positif.
(b) Déterminer la probabilité d’être malade sachant que l’on a un test positif.

5. Montrer que l’ensemble F = {(x,y,z) ∈ R3|2x+ y− z = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

• Exercice 2 - Continuité, Dérivation, Suite

•• Partie 1 - Étude d’une fonction
On considère la fonction ϕ : ]0,+∞[→ R définie par

∀x ∈]0,+∞[, ϕ(x) =
1
x2 −

5
x
−2ln(x).

1. Calculer les valeurs suivantes :
ϕ

(
1
2

)
et ϕ(2).

2. Justifier que ϕ est dérivable sur ]0,+∞[ et calculer sa dérivée.
3. Déterminer les limites de la fonction ϕ en 0 et en +∞.
4. Dresser le tableau de variations de la fonction ϕ (limites comprises).
5. Tracer l’allure de la courbe de la fonction ϕ .
6. Déterminer les extrema locaux de la fonction ϕ .
7. La fonction ϕ admet-elle un minimum global ? un maximum global ?
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8. La fonction ϕ est-elle prolongeable par continuité en 0 ?
9. Montrer que la fonction ϕ réalise une bijection de ]0, 1

2 [ sur un intervalle à préciser.
10. On considère sur R∗+ l’équation (E) suivante : 1−5x = 2x2 ln(x).

(a) Soit x ∈ R∗+. Montrer que

1−5x = 2x2 ln(x) ⇔ ϕ(x) = 0.

(b) En déduire que l’équation (E) admet une unique solution α dans ]0, 1
2 [. On pourra utiliser et

admettre que −6+2ln(2)< 0.
(c) L’équation (E) admet-elle une solution dans ] 1

2 ,+∞[ ?

•• Partie 2 - Étude d’une autre fonction
On considère la fonction f : [0,+∞[→ R définie par

∀x ∈ [0,+∞[, f (x) =


1
4

(
1− x−2x2 ln(x)

)
si x > 0

1
4 si x = 0

11. Montrer que f (α) = α où α est défini à la Question 10(b).
12. Justifier que f est continue sur ]0,+∞[.
13. Montrer que f est continue en 0 (à droite).
14. Justifier que f est dérivable sur ]0,+∞[ et calculer f ′(x) pour tout x > 0.
15. Montrer que f est dérivable en 0 (à droite) et que f ′(0) =− 1

4 .
16. Montrer que la fonction f est de classe C 1 sur [0,+∞[.
17. Donner l’équation de la tangente à la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.
18. Justifier que f ′ est dérivable sur ]0,+∞[ et calculer f ′′(x) pour tout x > 0.
19. La fonction f ′ est-elle dérivable en 0 (à droite) ?
20. Dresser le tableau de variations de la fonction dérivée f ′.
21. En déduire que,

∀x ∈ [0,1], | f ′(x)|6 3
4

On pourra utiliser le fait que e−
3
2 6 1

4 .
22. En déduire que,

∀(a,b) ∈ [0,1]2, | f (b)− f (a)|6 3
4
|b−a|

23. Dresser le tableau de variations de f .
24. En déduire que ∀x ∈ [0,1], f (x) ∈ [0,1].

•• Partie 3 - Étude d’une suite récurrence.
On définit la suite (un)n∈N par u0 =

1
5 et

∀n ∈ N, un+1 = f (un)

où f est la fonction définie à la deuxième partie. Ainsi, des résultats de la partie 2 pourront être utilisés pour
traiter les questions suivantes.

25. Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, un ∈ [0,1].
26. Montrer que,

∀n ∈ N, |un+1−α|6 3
4
|un−α|

où α a été défini à la Question 10(b).
27. Montrer par récurrence que,

∀n ∈ N, |un−α|6
(

3
4

)n

|u0−α|

28. En déduire la limite de la suite (un)n∈N.
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• Exercice 3 - Dérivation, Suites, Séries, Python
On considère la fonction f : R→ R définie par

∀x ∈ R, f (x) = x− ln(1+ x2).

•• Partie 1 - Étude de la fonction f
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. Dresser le tableau de variations de f (limites comprises).
3. Résoudre l’équation f (x) = x d’inconnue x ∈ R.

•• Partie 2 - Étude d’une suite et d’une série associée à f
On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1 et pour tout n ∈ N, un+1 = f (un).

4. Montrer que la suite (un)n∈N est décroissante.
5. Montrer que la suite (un)n∈N est minorée par 0.
6. En déduire que la suite (un)n∈N converge vers un réel que l’on notera `.
7. Justifier que la limite ` de la suite (un)n∈N vérifie f (`) = `.
8. En déduire la valeur de la limite ` de la suite (un)n∈N.
9. Montrer que ∀x ∈ [0,1], x2 6 2(x− f (x))

On pourra déterminer et utiliser le tableau de variations de la fonction x 7→ x2−2(x− f (x)).
10. En déduire que ∀k ∈ N, u2

k 6 2(uk−uk+1).

11. Montrer que la série ∑
k∈N

(uk−uk+1) converge.

12. En déduire que la série ∑
k∈N

u2
k converge.

•• Partie 3 - Un peu d’informatique
13. Définir en Python une fonction appelée fctexo qui prend en argument un nombre réel x et qui renvoie

la valeur de f(x).
14. Définir en Python une fonction appelée suiteexo qui prend en argument un entier n et qui renvoie le

n-ième terme de la suite (un)n∈N.
15. Écrire un programme en Python qui renvoie le rang du premier terme de la suite (un)n∈N pour lequel
|un− `|6 10−3 où ` est la limite de la suite (un)n∈N déterminée à la Question 8.
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• Exercice 4 - Théorie des graphes [EDHEC 2023]
On suppose et c’est valable pour tout cet exercice que les librairies numpy, numpy.random et numpy.linalg
de Python sont importées avec les commandes respectives import numpy as np, import numpy.random
as rd et import numpy.linalg as al.

On considère le graphe G suivant et on note A la matrice d’adjacence de G.

0 1

2 3 4

1. Déterminer la matrice A en expliquant sa construction.
2. (a) Par lecture du graphe, donner en listant leurs sommets les chaînes de longueur 3 reliant les

sommets 2 et 3. Combien y’en -a-t-il ?
(b) On considère la fonction Python suivante :

1 def f(k,M):
2 N=al.matrix_power(M,k)
3 return N

On suppose que l’on a saisi dans Python la matrice A et on considère les instructions suivantes :

1 B = f(A, .....)
2 n = B[.....]
3 print(n)

Compléter ces instructions pour qu’elles permettent l’affichage du nombre trouvé à la question
2a).

On note D la matrice diagonale, appelée matrice des degrés de G, dont l’élément diagonal situé à la ligne i et
à la colonne i est le degré du sommet numéro i−1 (ceci étant valable pour tout i ∈ {1,2,3,4,5}). On définit
également la matrice L, appelée matrice laplacienne de G, en posant L = D−A.

3. (a) Déterminer la matrice D.
(b) Vérifier que l’on a

L =


2 −1 0 −1 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
−1 0 −1 3 −1
0 0 0 −1 1


4. Soit

X =


a
b
c
d
e

 ∈M5,1(R).

Exprimer XT LX en fonction de a,b,c,d et e puis montrer que l’on a :

XT LX = (a−b)2 +(b− c)2 +(c−d)2 +(d−a)2 +(e−d)2
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