Ch 22 : Probabilités sur un univers infini

1 Espace probabilisé

1.1  Univers
Définition 1.1 — Expérience aléatoire — Univers. Une expérience aléatoire est une expérience vérifiant les
deux conditions suivantes.
1. Elle comporte plusieurs résultats possibles, appelés issues.
2. On ne peut pas prévoir I’issue avant d’avoir réalisé I’expérience.
L’ensemble des issues de I’expérience est appelé I’univers, il est noté généralement Q.

Lors du chapitre XV, I’'univers Q était supposé fini, ce n’est plus le cas dans ce chapitre. Ainsi, Q peut
maintenant étre fini ou infini. La plupart du vocabulaire et des propriétés énoncés dans le Chapitre XV
restent néanmoins encore valables. Nous allons définir ceux qui doivent étre modifiés pour s’intégrer au
cadre général.

Exemple 1.2

Expérience Résultats possibles Univers ‘

On lance un dé et on lit le numéro 1,2,3,4,5,6 Q=[L6]
inscrit sur la face supérieure.

On effectue une infinité de lancers de la 1,14... Q=N
méme piece et on s’intéresse au nombre
de fois ou1 on a obtenu Pile

On s’intéresse a la durée de vie, en 6,24.5,... Q=R,
heures, d’une ampoule

1.2 Ensemble des événements

On notera, dans tout le chapitre, A ’ensemble des événements sur notre univers Q. Dans le cas ol Q est
fini (chapitre PB1), on avait A = P(Q). Dans le cas général, cela ne convient pas toujours, certaines parties
(les exemples ne sont pas simples) de Q ne correspondent pas a des événements dans le sens ot on ne pourra
pas parler de leur probabilité. On ne cherchera donc pas a expliciter I’ensemble des événements. On a quand
méme quelques propriétés essentielles pour la suite :

Proposition 1.3 Soient Q 1’univers d’une expérience aléatoire et A I’ensemble des événements sur I’univers.
1. Qe A
2. SiA€ Aalors A € A. (stabilité par passage au complémentaire)
+00
3. Si, pour toutn € N, A, € Aalors | J A, € A. (stabilité par union dénombrable)
n=0

Comme pur un univers fini, on dispose de plusieurs opérations sur les évenements : le passage au
complémentaire, I’'union ou I’intersection d’un nombre fini d’événements. La nouveauté ici est I’ajout de
deux nouvelles opérations : I’union ou I’intersection d’un nombre infini d’événements.

Définition 1.4 Soient (A,),en une suite d’événements de 1’univers Q.

+00
s |JA,= A, estI’événement « au moins un des A, est réalisé ».
neN n=0
+00
* [V A,=[)A,est'événement « tous les A, sont réalisés ».
neN n=0

En passant au complémentaire, on obtient,

Ja=N4 e« (a=U4a

neN neN neN neN
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Exemple 1.5 On effectue une succession infinie de lancers de la méme piece et on note, pour tout n € N*, P,

l’éxn\:npmpnf ohtonir Pile an lancer numéra n

Décrire lac Aupnamente cnivante de manidra pncpm]’\]icfn'
Evénement Ensemble

+00

« Obtenir que des Pile » PNPN...= )P,
n=0
+00

« Obtenir au moins un Pile » PUPU...= |JP,
n=0

+oo

« Obtenir que des Face » PNPN...=()P,
n=0
N +00

« Obtenir que des Pile & partir du 5™ lancer (inclus) » PsnPsn...= )P,
n=35

Exemple 1.6 Alice et Bob s’affrontent dans un jeu de piece. Alice débute, puis chacun son tour, les joueurs
lancent un piece équilibrée. Le jeu s’arréte des que 1’un des deux obtient Pile et gagne. On note,
* A «Alice gagne la partie »
* B «Bob gagne la partie »
e pourtoutn € N*, P, «un Pile est obtenu au lancer n »
« pour tout n € N*, A, «la partie s’arréte juste apres le lancer n »
1. Décrire les évenements A et B 2 I’aide des événements A,, pour tout n € N*.
2. Soit n € N*. Décrivons A, 2 I'aide des événements P; pour tout i € N*.

+00
A = AjUA3U...= UA2k+1
k=0
+00
B = A2UA4U...= UA2k
k=1

VneN*, A, PiNPyNn--NP,_ NP,

Définition 1.7 — Systeme complet d’évenements. Soit (€,.4) un espace probabilisable. On appelle systéme
complet d’événements de Q toute famille (4;);; (avec I C N) telle que :
1. Viel, A; € A(les A; sont des événements).
2. V(i j)Elri#j=ANA;=0
3. Uies4i = Q

(les événements deux a deux incompatibles)
(il est certain qu’au moins un des A; est réalisé)

Exemple 1.8 Dans la situation de I'Exemple 1.6, la famille (A, B) ne forme pas un systéme complet d’évene-
ment car il se peut que personne ne gagne (si personne obtient Pile).

1.3 Probabilité
Définition 1.9 — Univers fini. On appelle probabi-

lité sur Q toute application P : Z(Q) — [0,1]
vérifiant :
1. Pour tout événement A, P(A) € [0,1].
2. P(Q) = 1.
3. (Additivité) Pour toute famille finie
(Ay,...,A,) d’événements deux 2 deux
incompatibles, on a,

N N
P(UAk) = P(4).
k=0 k=0

Le triplet (Q,P(L), P) est alors appelé espace pro-
babilisé fini et pour tout événement A € P(Q),
P(A) est appelé probabilité de A.

Définition 1.10 — Univers infini. On appelle proba-
bilité sur Q toute application P : A — [0, 1] véri-
fiant :

1. Pour tout événement A, P(A) € [0,1].

2. P(Q) =1.

3. (o-Additivité) Pour toute famille infinie
(A,) ey d’événements deux a deux incom-
patibles, on a,

e Lasérie ) P(A,) converge.

e et
+00 +00
P( UAk) = P(AY).
k=0 k=0
Le triplet (, A, P) est alors appelé espace proba-

bilisé fini et pour tout événement A € A, P(A) est
appelé probabilité de A.
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Dans le cas ol les événements (A, ),en ne sont pas deux a deux disjoints, la série Y P(A,) peut
diverger!

? ' Méthode 1 - Calculer la probabilité d’une union infinie lorsque les événements sont deux a deux
incompatibles
Pour calculer la probabilité d’un événement qui est une union infinie (cas disjoint), on peut
1. Traduire I’événement en terme ensembliste comme une union infinie.
2. Vérifier que les événements intervenants dans I’union sont tous deux a deux disjoints.
3. Dire que la série des probabilités des éveénements intervenants dans I’union converge par o-
additivité.
4. Calculer la somme de la série des probabilités des événements intervenants dans 1’unionpour
obtenir la probabilité de I’évenement initial.

Exemple 1.11 On dispose d’une grille infinie dont les lignes et les colonnes sont numérotées 1, 2,... On place
un jeton au hasard dans une case et on note, pour tout et j dans N*, A; j «le jeton est placé en ligne i et en
colonne j ». On suppose que

1
e2/(i—1)!

1. Calculer la probabilité de I’événement L; «le jeton est placé sur la ligne 1 ».
2. Calculer, pour tout j € N *la probabilit€ de I’évenement C; «le jeton est placé sur la colonne j ».
3. Calculer la probabilité de I’évenement D « le jeton est placé sur la diagonale ».

V(i j) e (N*),  P(A;) =

1. On remarque d’abord que
+00
L= JAy; (Etape 1)
j=1
Or, les éveénements (A ;) jen+ sont deux a deux incompatibles (car on ne peut pas poser

simultanément un pion sur deux cases différentes) (Etape 2). Donc, par o-additivité, la
série ) P(A; ;) converge (Etape 3) et de plus,

+00 +00 l 1+00 1 j l l 1 l )
P(LI)ZZIP(A”):ZIEZEZI(i) "¢ 31T (Etape 4)
J= Jj= j=

2. Soit j € N*. On remarque d’abord que
+00
C;= UA’FJ' (Elape 1)
i=1

Or, les évenements (A,;j) jen* sont deux a deux incompatibles (car on ne peut pas poser
simultanément un pion sur deux cases différentes) (Etape 2). Donc, par c-additivité, la
série ) P(A; ;) converge (Etape 3) et de plus,

ieN*

P(C;) =y P(A;))

= Y (Etape 4)
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On remarque d’abord que
+00
D= UA,-’,- (Elapc 1)
i=1

Or, les évenements (A;;);en* sont deux a deux incompatibles (car on ne peut pas poser simulta-
nément un pion sur deux cases différentes) (Etape 2). Donc, par o-additivité, la série ZP(A,'_,,')
converge (Etape 3) et de plus,

P(D) =) P(A;)
i=1

+00

Toutes les propriétés vues sont encore valables. En particulier, pour tous A, B,C € A,

e P(@)=0 (probabilité de 1’événement impossible)
« P(A)=1-P(A) (probabilité de I’éveénement contraire)
e SiA CBalors P(A) < P(B) (croissance d’une probabilité)
e P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) (Formule de Poincaré/du crible)

On ajuste seulement le résultat connu sur les systeémes complets d’éveénements.

Proposition 1.12° Soit (£,.4, P) un espace probabilisé. Si (A, ),en est un systeme complet d’évenements,
alors la série )  P(A,) converge et sa somme vaut 1.

Définition 1.13 Soit (Q,.4, P) un espace probabilisé.
» Un événement A est quasi-impossible (ou négligeable) lorsque P(A) = 0.
» Un événement A est quasi-certain (ou presque-sir) lorsque P(A) = 1.

2 Probabilité conditionnelle

La définition de probabilité conditionnelle, les formules des probabilités composées et de Bayes restent
identiques. Petite modification sur la formule des probabilités totales qui doit étre adaptée au cas ou le
systeme complet d’événements est composé d’une infinité (dénombrable) d’événements.
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2.1 Définition d’une probabilité conditionnelle

Proposition 2.1 Soit B un événement non négligeable. L’application

Pg: A — [0,1]

P(ANB)

A +— f%([i) = —TEZE;S——

est une probabilité sur (Q,.A), appelé probabilité conditionnelle sachant que B est réalisé. Pour tout
événement A € A, le réel Pg(A) est appelé probabilité de A sachant B.

Proposition 2.2 Su B est un événement non négligeable, alors pour tout événement A € A, on a,

P(ANB) = P(B) x P3(A).

2.2 Les trois théorémes fondamentaux

Proposition 2.3 — Formule des probabilités totales | Proposition 2.4 — Formule des probabilités totales
(Univers fini). (Univers infini).
e Soit (A,)o<n<y Un systeme complet d’événe- * Soit (A,),en un systtme complet d’évene-
ments. Pour tout évenement B, on a, ments. Pour tout évenement B, on a,
- Lasérie ) P(A,NB)
N - et +00
P(B)=) P(A,NB). P(B)=) P(A,NB).
n=0 n=0
e Soit (A,)o<n<y un systeme complet d’évene- e Soit (A,),en un systeme complet d’évene-
ments non négligeables. Pour tout événement ments non négligeables. Pour tout événement
B,ona, B,ona,
- Lasérie ) P(A,)P4,(B)
- et
N + 00
P(B) =) P(A,)Ps,(B). P(B) =) P(A,)Py,(B).
n=0 n=0

Méthode 2 - Comment utiliser la formule des probabilités totales avec un systeme complet infini

On pense a utiliser la formule des probabilités totales lorsque ’on cherche la probabilité d’un évenement
qui est conditionné par le passage d’autres évenements; autrement dit, quand il y a plusieurs facons
d’obtenir cet événement. Pour calculer la probabilité d’un événement B en utilisant la formule des
probabilités totales, on peut

1. Repérer un systtme complet d’événement (A, ).

2. En appliquant la formule des probabilités, en déduire que la série ) P(A, )P4, (B) converge.

3. Puis calculer la somme de cette série pour avoir la probabilité de I’événement B.

Exemple 2.5 On dispose d’une piece de monnaie donnant Pile avec la probabilité 2 et de deux urnes : I'urne
U, contenant trois boules blanches et une boule noire, 1’'urne U, contenant une boule blanche et trois boules
noires. L’expérience se déroule de la maniere suivante.
« On lance la piece de monnaie jusqu’a obtenir le premier Pile. On note, pour tout n € N*, F, «Le
n-ieme lancer donne Face » et A,, « Le premier Pile apparait au n-i¢éme lancer ».
* Puis, si ’événement A, est réalisé pour un certain ny € N * , alors
— Si ny est pair, on tire une boule dans Uj.
— Si ng est impair, on tire une boule dans U,.
1. Calculer pour tout n € N*, P(A,,).
2. Montrer que la série ) P(A,,) converge et que sa somme vaut 1.
3. On admet que la famille (A, ),»1 forme un systéme complet d’événement. Calculer la probabilité de
I’événement B : « On obtient une boule blanche »
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1. Soit n € N*. On commence par remarque que
A, =FinFBNn--nF,_ NF,.

Or les évenements Fy, P, ..., F,_;,F, sont mutuellement indépendants. Donc,

o 1 n—1 o)
PUA) = PUR) X PU) <o P(E-) X PF) = (5] %3,

2. Les évenements (A, ),s1 sont deux a deux incompatibles (Méthode 1 - Etape 2). Donc,
par o-additivité, la série Y P(A,) converge (Méthode 1 - Etape 3) et de plus,

= L2V 2 21y 21 .
ZP(An)=z(§) x3=3 0(§) =§'1__1=1 (Méthode 1 - Etape 4)
n= 3

n=1 n=1
3. D’apres I’énoncé, la famille (A, ),» forme un systeéme complet d’événement (Méthode
2 - Etape 1). Donc, d’aprés la formule des probabilités totales, la série ) P(A,)Ps, (B)
converge (Méthode 2 - Etape 2) et
+00
P(B)=) P(A,)Py,(B)  (Méthode 2 - Etape 3)
n=1

Or,

si n est pair

Alw

"' 2
VHEN*, P(An)=<§) X§
7 Sinestimpair
Donc, on en déduit que
+00
P(B) =) P(A,)Ps,(B)
n=1

= > P(Ag)Pi, (B) + Y P(Ags1)Pay,, (B)

k=1 k=0
_+00(1)2k—1><2x3+4i°(1>2k+1—1><2x1
P 3 374 P 3 374
1+00 12k—1 l+00 1 2k
S

k=1 k=0

3+c>o 12k |t lzk
22 (5) a2 )

k=1 k=0
_31 1 +1 1
T207-1761-1
_3
8

On en déduit que la probabilité de I’éveénement B est donnée par % (Méthode 2 - Etape 3).

Proposition 2.6 — Formule de Bayes. Pour tous évenements A et B non négligeables, on a
_ P(A)Py(B)
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Proposition 2.7 — Formule des probabilités composées. Soient Ay, ...A, une famille finie d’événements tels
que P(A;NA;N---NA,_;) #0. Alors,

P(Al N nAn) = P(Al) XPAI (Al) XPAlﬁAz(A3) Xoeee XPAlnAzﬁ-"nAp_l (Ap)

Indépendance

Proposition 3.1 Soient A et B deux événements. On dit que A et B sont indépendants lorsque P(ANB) =
P(A) X P(B). Si B n’est pas négligeable, cela revient a dire que Pg(A) = P(A).

Définition 3.2 Soit (A,,),en une famille d’événements. On dit que les événements A, sont mutuellement
indépendants lors que, pour toute partie finie / de N, on a,

P(ﬂAi) = [Pcan.

i€l i€l

Proposition 3.3 Soient (Q, .4, P) un espace probabilisé, et (A, ),en une famille d’événements mutuellement

indépendants.
* Toute sous-famille de (A, ), ey est une famille d’événements mutuellement indépendants.
* Toute suite de la forme (B,,),,cx OU, pour toutn € N, B, = A, ou B, = A,,, est une suite d’événements

mutuellement indépendants.
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4  Quelle formule et quand ?

* Calculer la probabilité d’un contraire — Ou quand I’événement est associé a une négation/comporte
le mot «pas».

— Par passage au complémentaire, on a
P(A) =1-P(A).

* Calculer la probabilité d’une intersection — Ou quand I’évenement comporte le mot «tous».
— Intersection finie d’événements mutuellement indépendants :

P(ﬂAk) = [Paw.
k=1 k=1

— Intersection finie d’évenements (non nécessairement indépendants) : en utilisant la formule des
probabilités composées,

n
P(ﬂAk) = P(A1) X Py, (A1) X Py, aay (A3) X -+ X P apyria, (An)-
k=1

— Intersection infinie d’éveénements (indépendants ou pas) : hors programme.
* Calculer la probabilité d’une union — Ou quand I’événement comporte le mot «au moins».
— Union de deux ou trois événements (non nécessairement incompatibles) : formule de Poincaré

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(AnB)—P(ANnC)-P(BNC)+P(ANBNC)

— Union finie ou dénombrable d’événements deux a deux incompatibles :
P(UA,-) =Y P(A)
i€l i€l

— Union finie d’éveénements mutuellement indépendants : leurs contraires sont aussi mutuellement
indépendants et

P(UAk) = 1—P(ﬂ2k) =1-[ [P0 =1-] J(1-P(A))
k=1 k=1 k=1

k=1

 Calculer la probabilité d’un évenement dépendant du passé — Ou quand I’énoncé comporte une
disjonction de cas avec ’idée d’une temporalité
— En utilisant la formule des probabilités totales, on a,

P(B) = P(A,)Py,(B)
n=0

 Calculer la probabilité d’un évenement du passé sachant le futur
— En utilisant la formule de Bayes, on a,

P(A)PA(B)
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