Mathématiques — ECG1 TD 01 — Polyndmes (Correction)

TD 01 - POLYNOMES (CORRECTION)

Exercice 1 - 1.

p Q

coeff.constant 5 1

degre 3 2

coef. dom. 3 1
ensemble Rs[x],Ry[x],... | Ryo[x],Rs[x],

2. On a: deg(—2P) =deg(P) =3
deg(P+ Q) < max(degP,degQ) = max(3,2) =3
deg(PQ) = degP+degQ=3+2=5

3. SoitxeR.Ona:
(=2P)(x) = =2 x P(x)
= —2(3x" +42” +5)
= —6x" —8x" — 10
deg(—2P) = 3 cela coincide avec la question 2
(P+0)(x) = P(x) + O(x)
=30 +4° + 5400 =T+ 1
=3 +5¢° - Tx+6
deg(P+ Q) = 3 < 3 cela coincide avec la question 2
(PQ)(x) = P(x) x Q(x)
= (30 +4x” +5) (x* =T +1)
= 32" —21x" 3¢ +4x* = 28¢7 + 4" + 55" —35x+ 5
=3¢ —17x" —25¢" + 94" —35x + 5

- deg(PQ) = 5 : cela coincide avec la question 2 - la formule coincide avec celle trouvée en question 3

Exercice 2 — Soit (a,b,c) € R’. 1. Soit x € R. En développant, on obtient,

a(x+2)2+b(x+3)2 =a(x2+4x+4)+b(x2+6x+9)
= ax’ +4ax + 4a + bx* + 6bx + 9b

= (a+b)x* + (4a+6b)x +4a+9b

Ainsi
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VrxeR,a(x+2) +b(x+3)* = cx+ 10 = Yx € R, (a+b)x" + (4a+6b)x+4a+9b = 0 X x* +cx + 10

a+b=0
= { 4a+6b=c

4a+9b =10

8=-a

=4 da+6b=c
4a+9x%x(—a) =10

b=2
=< c=4
a=-2

2. Soitx € R\{0,1,-1}. On a:

a b c ax(x+1)+b(x-1)(x+1)+c(x—1)x

P x(x=1)(x+1)
_ ax* +ax+bx* —b+ex’ —cx
x(x—1)(x+1)
B (a+b+c)x2+(a—c)x—b
x(x—=1)(x+1)

Donc,
u b B 2 a+b+c=0
—~ 424 = = a-c=0
x=1 X x+1 x(x=1)(x+1) —b=2
a+b+c=0
=3 —b-2c=0
b=-2
=4 c=1
b=-2
Donc, pour tout x € R\{0,—1,1},
2 1 2 1

D+ x—1 X x¥d

Exercice 3 - 1. Une unique racine réelle: —3/7

2. Une unique racine réelle: -12

3. Deux racines réelles: -2 et —%

4. Aucune racine réelle

5. Une unique racine réelle: 3/2

6. Vx €R,P(x) = x> +mx+1

C’est un polyndme de degré deux, on calcule son discriminant:

A=m"—4

- ler cas: si A > 0, c’est-a-dire m > 2 ou m < —2 alors deux racines réelles

—m+Vm*—4 —-m—Vm? -4

etx, =

X1 =

2 2
-2 cas: si A =0, c-a-d m = 2 oum = —2 alors une unique racine réelle
m
X = ——
0772

-3 cas: siA<0,c-a-d —2 < m < 2 alors aucune racine réelle
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Exercice 4 — 1. Résoudre I’équation +} = 2;‘__15.

Les valeurs interdites sent les réels x tels que:

x+1=0 etx—1=0,
c’est-a-direx =—1letx=1.

e Soit x un nombre réel différentde 1 et -1 .

x—1 2x 5
x+1~ x-

@(x—l) (x—1)=(2x=5)(x+1)
o —x—x+1=2"+2x—5x—5
o -2+ 1=2"—3x=5
S =2+ 1-20 +3x+5=0
= +x+6=0
e On résout I’équation —x> +x+6=0. - On calcule le discriminant :
A=1"—4x(-1)x6

=1+4+24

=25

- Comme A > 0, I’équation admet deux solutions réelles, données par:

X, = “1+V25 _ ZI45 _ 4 5

2x(-1) — -2 T =2
_ —=1=v25 _ -1-5 _ =6 _
N= ey 2 =3

Conclusion: Comme les valeurs trouvées me sont pas des valeurs interdites, on en déduit que 1I’ensemble
des solutions est donné par:

§={-2,3}
Vérification:
—2-1 _ -3 _ 2X(=2)=5 _ —4-5 _ -9 _
S oo =3 T =5 =53
351 _2_1 ot 235 _ 6-5 "1
341 42 3-1 2 T2
)4 4 _ 40
2. Résoudre I’équation il v 1

o Les valeurs interdites sont Iés réels x tels que:
x—4=0 etx’—16=0,
c’est-a-dire x =4 et x = —4.
e Soit x un nombre réel différent de 4 et -4 .
2
4 0 4 _40-(x"-16) 56—
x—4 x-16 x—4 x> —16 x> =16
=4 (x*=16) = (56 -27) (x— 4)
o4 (x-4)(x+4) = (56 -27) (x— 4)
= 4(x+4) =562
= 4x+16=56-x

= 4x+16-56+x" =0
= x2+4x—4O=0

e On résout I’équation x> +4x—40 = 0 - On calcule le discriminant:
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A=4"—4x1x(-40)
=16+ 160
= 176

- Comme A > 0, I’équation admet deux solutions réelles, données par:

—4+V176 _ —4+4V/11

x| = 5 5 =—2+2V11
—4-V176 —4-411
Xy = 5 = 2‘/_=—2—2\/ﬁ

Conclusion: Comme les valeurs trouvées me sont pas des valeurs interdites, on en déduit que 1I’ensemble
des solutions est donné par:

S={=2+2V11,-2-2V11}
- Vérification: (...)

Exercice 5 - On cherche P € R[x] de degré 2 tq

P(-1)=1
(s) 4 P(0)=-1
P(1) = -1

On peut chercher P sous la forme

VxeR, P(x)=ax2+bx+c

avec a, b, c des réels a déterminer. Avec les notations, le systeme (S) devient:

a—-b+c=1
(S) = c=-
at+b+c=-1
a—-b=2
=<{ a+b=0
c=-—
a—(-a)=2
= b=-a
c=-
a:
=< b=-1
c=-1

Finalement, il existe un unique polynéme vérifiant les trois conditions (S) qui est donné par

Vx eR,P(x) =xr—x—1.

Exercice 6 — - Soit x € R.

f(x)=0e=x=1oux=2
f(x) >0=x E] — o9, l[U]2,+OO[
fx)z2=x€]-00,0]U[3;+00[
Comme le polynome P
- est de degré 2
- admet 1 et 2 comme racines (d’apres le graphique) il est de la forme
VxeR, Plx)=alx-1)(x-2)

ol a est son coeff dominant (réel) a déterminer. or d’apres le graphique,
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P(0)=2
Donc a € R doit nécessairement vérifier
ax(0-1)(0-2)=2
ie a=1.

Finalement, le polyndme P est donné par

VxeR,P(x)=(x—-1)(x-2)
Exercice 7 - 1. Soit (r,s) € R? solution de
r+s=-2
rxs=-15
Alors r et s sont les racines du polyndme suivant:
P(x) =2 - (r+s)x+rxs
pour tout x € R, 5
=x"+2x-15

Comme P est un polyndme du second degré, pour trouver les racines, on peut étudier le discriminant:
—onaA=2"—4x1x(-15)=64
- comme A > 0, le polyndme P admet deux racines réelles données par:

—2+\/@_—2+8_3 —2-64 —2-8
2 2 2 )
Donc I’ensemble des solutions est donné par:

=-5

S= {(37_5)7(_573)}

2. Notons s I’Age de Sophie et m 1’age de Marc. D’apres énoncé, (s,m) est solution de:

s+m=28
sXm=192
m>s

Alors m et s sont les racines du polyndme suivant:

2
pour tout x € R, P(x) =x" — (m+s)x+mXs
Comme P est un polyndme du second degré, pour trouver les racines, on peut étudier le discriminant:

-onaA= (—28)2—4>< 192 =784 -1768 = 16
- comme A > 0, le polyndme P admet deux racines réelles données par:

—(—28)+\/E_28+4_16 —(-28)-V16 28-4
2 =T T ¢ 2 )
Comme m > s, nécessairement

=12

m=16ets=12

Exercice 8 - On considere le polyndme P donné par: pour tout x € R, P(x) = 3 —x—2
0. Comme P est de degré 3, il peut admettre au plus trois racines distinctes.
1.0na:

P(1)=3x1"-1-2=0
donc 1 est une racine de P.
2. On cherche un polyndme Q tel que pour tout x € R, P(x) = (x—1)Q(x)
- Alors nécessairement, Q et un polyndme de degré 2 donc on peut le chercher sous la forme pour tout
xeR,0(x) = ax® + bx + ¢ avec (a,b,c) € R? 4 déterminer.
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-Soitx €R. Ona
(x-1)0(x) = (x— 1)(ax2+bx+c)
=ax +bx* +ex—ax’ —bx—c
=ax’ + (b—a))c2 +(c=b)x—c
Donc, pour tout x € R,
P(x) = (x—1)Q(x)
si et seulement si a, b, ¢ sont solutions de

a =

a=3

—a+b =0
=< b=3

-b+c =-1
c=2

—-c =-2

Donc pour tout x € R,

O(x) = 3% +3x+2

3. D’apres la Question 2, on a

pour tout x € R, P(x) = (x—1) = Q(x) X (3x2 + 3x+2)

Donc il reste seulement a regarder les racines de Q. Comme Q et un polyndme du second degré, pour
trouver les racines, on peut étudier le discriminant:

—onaA=3"-4x3%x2=9-24=-15

- comme A < 0, le polyndme Q n' admet pas de racines réelles.

Donc P admet seulement 1 comme racine réelle.

4. On utilise la forme factorisée de P pour dresser son tableau de signe.

—00 1 +00
x—1 - 0 +
3% +3x+2 + +
P(x) - 0+

Donc Pz 0sur [1;+o00o[ et P<Osur |—o00,1]

Exercice 9 - On considére le polyndme P donné par: pour tout x € R, P(x) = X -2 —5x+6
0. Comme P est de degré 3 , il peut admettre au plus trois racines distinctes.
l.ona:

P(=2)=(=2) 2% (=2)*=5x(-2)+6=-8—8+10+6=0

Donc -2 et une racine de P
2. On cherche un polyndme a tq pour tout x € R, P(x) = (x+2)Q(x)
- Alors nécessairement, Q est un polynome de degré 2 donc on peut le chercher sous la forme pour tout

XxER,Q(x) = ax’ +bx+c avec (a,b,c) € R’ a déterminer.
-Soitx€R. On a
(x+2)0(x) = (x+2) (ax2 +bx + c)
= ax3 + bx2 +cox+ 2ax2 +2bx+2c
=ax + (2a +b)x2 +(2b+c)x+2c

Donc, pour tout x € R,

P(x) = (x+2)Q(x)

si et seulement si a, b, ¢ sont solutions de
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a = =1
2a+b =-2 a= A
dbte =-5 ‘;

2¢ =

Donc pour tout x € R, Q(x) = Xt —4x+3
3. D’apres la Question 2, on a pour tout x € R,

P(x) = (x+2)Q(x)
=(x+2) (x2 —4x+3)

Donc il reste seulement a factoriser Q.

Comme Q est un polyndéme du second degré, pour trouver les racines, on peut étudier le discriminant:
—onaA=(—4)Y-4x3=16-12=4

- comme A > 0, le polyndme Q admet deux racines réelles données par

4++/4 44

Donc pour tout x € R, Q(x) = (x=3)(x—=1) et| P(x) = (x+2)(x—1)(x=3) |
4. SoitxeR.Ona:

1

X1

Px)=0= (x+2)(x—1)(x-3)=0
=x+2=00ux—1=00ux-3=0
=x=—-2oux=1loux=3

Donc P admet exactement trois racines distinctes, données par| —2,1 et 3.

5. a) Soit x > 0 (pour que I’équation soit licite) On a :

(Inx)’ = 2(Inx)> = 5Inx+ 6 = 0 < P(Inx) = 0
< Inx=-2orlnx=1oulnx=3

-2 1 3
S xXx=e oux=e oux=e

Donc I’ensemble des solutions est donné par {6_27 e! , e3}
b) Soitx€R. Ona:

=2 66 —5=0 =25 —56 +6=0
= () -2(e) =53¢ +6=0
ﬁP(ex)=0
o' =-20oue' =loue =3
<= x=Inl1=0oux=1In3

Donc I’ensemble des solutions est donné par | {0,In3}

Exercice 10 — On considere le polyndme P défini par, pour tout x € R, P(x) = 26 =37 + 1.
En utilisant la méme méthode que pour les exercices 8 et 9, on trouve que le polyndme P se factorise de
la maniére suivante: pour tout x € R, P(x) = 2(x— l)2 (x + %)

Exercice 11 — 1. Premiere méthode : a la main
Effectuons la division euclidienne de A par B ou pour tout x € R,
A(x) = X+ 1et B(x) = x> +x+ 1. on cherche Q et R tels que
A=BXQ+Rarec degR <degB=1

none Q et R sont nécessairement de degré 1 .
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on les cherche sous la forme pour tout x € R,
O(x)=ax+b
R(x)=cx+d
Soit x € R. On a:
A(x) = B(x) x Q(x) + R(x)
= (x2+x+ 1)(ax+b)+cx+d
=ax + b’ +ax’ +bx+ax+b+cx+d
=ax3+(a+b)x2+(a+b+c)x+b+d

Par identification, on a

a=1 a=1
a+b=0 - b=-1
a+b+c=0 c=0
b+d=1 d=2

Donc pour tout x € R, Q(x) = x— 1 (quotient de la division euclidienne)
R(x) =2 (reste de la division euclidienne)
1. Deuxieme méthode (en posant la division)

e st L
3 2
L+ A+ w4
—t-n+ 4 (quﬁ,emt)
—o-a-1
2
(raste)

2. En posant la division euclidienne, on a:
0+ % s AF-2 et
] 3
07 + 4’4 61 202~ La +3n +6
~4at- 52+ AL
Lyt~ 8 - ™
A3+ M2t + AHa-2
392 + 610 + In
64+ 81-2
61+ u+A
-4v-20

Donc on obtient

A=BO+R
avec pour tout x € R, Q(x) = 2 —4x° +3x+6 R(x) = —4x-20



