DS 5

Correction

Exercice 1 - 1. (a) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R’.
« FCR’
* Oz €EFcar0-2xX0+0=0
e Soientu = (x,y,z) €F,v=(x,y,7) €Feta,b€eR.

au+bv = (ax+bx ,ay+by ,az+ bz )

%—I
X Y Z

X—2Y+Z:ax+bx'—2ay—2by'+az+bzl
=a(x=2y+2)+b(x =2y +7)

=0 car ueF =0 car v€F

=0

Doncau+bv €F.
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Ainsi, | F est un sous-espace vectoriel de R™.

(b) Le vecteur (1,2,3) € F |car

1-2%x2+3=0
Le vecteur| (1,1,1) ¢ F  car
1-2x1+1+#0
(©):
1 |def appartenanceaF(x,y,z):
2 if x-2*%xy +z == ]
3 return("Le triplet appartient & F")
4 else
5 return("Le triplet n’appartient pas & F")

(d) Soitu = (x,y,z) € R’. Raisonnons par équivalence.

uerF x=2y+z=0
x=2y-z
u=(2y-zyz)+
u=y(2,1,0)z(-1,0,1)

u € Vect((2,1,0)(—1,0,1))

I 1A |

Donc,

F = Veet((2,1,0)(~1,0,1))

(e) En déduire une famille génératrice de F.
D’apres la question précédente,

F = Vect((2,1,0)(~1,0,1))

Donc,

la famille ((2,1,0)(—1,0,1)) est génératrice de F. ‘




®

€3]

2. (a)

(b)

(©

(d)

‘ la famille ((2,1,0) (—1,0,1)) ‘ contient deux vecteurs, qui sont non colinéaires, donc

elle est | libre |.
La famille ((2,1,0)(—=1,0,1)) est libre et génératrice de F d’apres les questions
précédentes, c’est donc une base de F.

Le Vecteur‘ (1,1,1) appartient a G ‘ caril existea = 1 et b = 0 tels que

(1,1,1) = (a+2b,a+4b,a+b).
Soit u € R®. Raisonnons par équivalence.

ueG = Ja,peR, u=(a+2b,a+4b,a+Db)
o=  JabeR, u=a-(1,1,2)+b-(2,-1,1)

= u € Vect(vy,v,)
avec vy = (1,1,1) et v, = (2,4,1). Donc,

G = Vect(vy,v,)

. . 3
et ainsi, | G est un sous-espace vectoriel de R™.
D’apres la question précédente, on sait que

G= VCCt(Vl y V2)

Donc,

la famille (v, v,) est génératrice de G. ‘

Comme c’est une famille de deux vecteurs non colinéaires,

la famille (v, v,) ‘est libre

et est une famille génératrice de G, c’est donc une de G.
Soitu = (x,y,z) € R’

ueGe I(a,b) €R’ a(l,1,1)+5(2,4,1) =u
a+2b=x
= 3(a,b)eR’, { a+db=y
at+b=z
b=x-z
= 3(a,b)eR’, 1 b=1y-1;
a=-x+2z

-Six—z# %y - %z, le systéme n’a pas de solution donc la derniere équivalence n’est
pas vraie, donc la premiere n’est pas vraie non plus, c’est-a-dire, u ¢ F.

-Six—z= %y - %z, alors le systéme admet une solution donnée par (a,b) = (x —2z,z),
donc la derniere équivalence est vraie et donc la premiere aussi, c¢’est-a-dire u € F.
Finalement

uelF &3x-y-2z=0

et donc,

F = {(x,y,z) eR’| 3x—y—2z=0}

3. Soitu = (x,y,z) € R’

On a:



x=2y+z=0

3x—y=2z=0

On a deux équation pour trois inconnues : on choisit deux inconnues principales - par
exemple x et y que 1’on exprime en fonction de I’'inconnue restante - ici z.

ueFNG < {

uEFnG@{ x=2y+z=0 (:'{ x=2y+z=0 @{x:z

5y=5z=0 y=z y=z

Ainsi, on obtient que

ueFNGe u=(z,272)
< u=z(1,1,1)
< ueVect((1,1,1))

Donc

FNG=Vect((1,1,1))

La famille ((1,1,1)) est génératrice et libre car composée d’un seul vecteur donc ¢’est une
base de F NG

Exercice 2~ 1. festdérivable sur Ret VX € R, f'(x) = —e “—1
La dérivé est donc strictement négative pour tout x € R
On peut alors affirmer que f est strictement décroissante sur R
Limites :

lim f(x)=+o0, lim f(x)=-00

De plus f est continue sur R
Donc f réalise une bijection de R sur R
2. Résoudre h(x) = x est équivalent a résoudre:

fx)=0

f réalise une bijection de R sur R et que 0 € R, par le théoréme de la bijection, il existe une
unique solution a De plus :

h(1)=1+e ' >1=az1

Donc a € [1,+00[
3. Onaug=1€[l,+00[
De plus, Vn e N* u, = 1+¢ ' > 1
Donc Vrne Nu, =1
4. h est dérivable sur R
VxeR, h(x)=-e"

Donc :

|h'(x)| =e "
Orx2le —x<—loe <e!
Donc,
Vx=>1 Ih'(x)| <e’!



5. La fonction & est continue sur [ 1,+00[ et dérivable sur [1,+00[.
D’apres I’inégalité des accroissements finis : |2(x) —h(a)| < k.|x—a| ol k est un majorant
de |h'(x)| pour x € [1,+00[.
D’aprés 2,h(a) = a, et d’aprés 4,k = ¢ . Ainsi :
Vxz1,|h(x)—al <e x—al.

6.
VHENa Un+1 =h(ul’l)
et
VneN, u,€[l,+00[
Donc :
-1
VneN, |uy—al=I|h(u,)=h(a)|l<e  |u,—al
7. On sait :
a=1+¢“
Donc :
—a -1

(et méme strict cara > 1)

8. Posons :
VneN,P(n):" |u,—al< e
Initialisation:
Uy = 1
Donc :
lug—al =|1-al=a-1
D’apres la question 7 :
a—l<e!
Donc :
lug —al| < ¢!

La propriété est vraie au rang 0
Hérédité
On suppose que la propriété est vraie pour un certain n € N donc :

lu, —a| < et

On veut montrer :

—(n+2)
U,g1—al <e

On utilise la question 6 :



-1
|tpe1 —al e u, —al
Puis on injecte 1’hypothese de récurrence :

-1 —(n+1
|1 —al <e PG

Donc :

—(n+2)
u,41—al <e

Par récurrence :

VneN, |u,—al=< e~

—(n+1)

9. lim,, ;€ = 0 donc par théoreme d’encadrement:

nlg-noolun_al =0

On obtient donc,

lim u,=a
n—+00
10. import numpy as np
2 def u(n)
3 u=1
4 for k in range(n):
5 u=1+np.exp(-u)
6 return (u)
Exercice 3- 1. -Sur ]—00,0[ : x > ¢" est continue

- Sur ]0,+00[ : x — 1 + x est continue
- Probléme uniquement en x = 0
Limite a gauche :

lim f(x)=¢’ =1
x—0"

Limite a droite :
lim f(x)=1+0=1
x—0*

Valeur :

f(0)=1

Donc f continue sur R
2. - Sur ]—00,0[ : x = ¢" est dérivable
- Sur ]0,+00[ : x — 1+ x est dérivable
Etudions en 0
- Dérivée a gauche :

= lim
x—0~

lim
x—0~

fW=F0) -1

- Dérivée a droite :



(1+x)-1 _

lim 1
X—>O+ X
- Les deux sont égales donc f est dérivable sur R
3.
1 six>0
fx)={e" six<o0
1 six=0
(on peut aussi écrire plus simplement)
| 1 six=z=0
X) =
) {ex six<0

4. 11 faut vérifier que f " est continue
-Sur chaque intervalle : OK
-En0:

11%1_f’(x) =’ =1, 11%1+f’(x) =1 f(0)=1

! .
donc f* est continue en 0

feC'(R)

5. Etudions en 0
- Dérivée a gauche :

! !

i SO =F0) et
X

x—0" x—0"

- Dérivée a droite :

1-1
lim =0
-0t X

- Les deux ne sont pas égales donc f n’est pas deux fois dérivable en O donc pas sur R

6. import matplotlib.pyplot as plt
2 import numpy as np

s+ def g(x)
5 return ( 1+x )

7 abscisses = np.linspace( O , 10 , 100 )
g(abscisses)

9 plt.plot(abscisses,ordonnees)

0o plt.show()

s ordonnees

k
Exerciced- 1. Y,y

La série converge car c’est une série exponentielle avec x = 2

Z+002_k_ 2
k=0 71 = €



2. ) =

keN*
La série Converge car c’est une série géométrique dérivée d’ordre 1 avec g = 1
4
& 1 16
Z4k1—zk() 112=§
k=1 (=)
2x3%+1
L Ts
keN
La série converge car c’est la somme de deux série géométriques convergentes avec g = > et
9=5
-1
q =5

23+1 &k 1 1 25
X — —
‘22( ) 3 (5) =27+ =3
= k=0 5 5

Exercice 5- 1. Onsaitque P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)=P(Q) =1
avec P(X =4) = 1 et P(X = 1) =P(X =2) = P(X =3).

On en déduit la loi de X :
k 11234
P(X=k)[:]: é >
2. OncalculeEX)—ZklkP(X k)=t+2+2+2 donc E(X)=3.
3. Oncaleule E(X?) = Y, KFP(X =k)=1+2424 1631
D’apres le théoreme de Konig-Huygens, V(X)—E(X) (E(X)) ———32 doch(X)=;—1

Pour une loi uniforme sur [1,4] (dé non truqué), on aurait V = T =7
La variance du dé truqué est donc plus grande que celle d’un dé bien équilibré.
4. @Y -B(31)..

(b) donc E(Y) = 2 et V(¥) =
@P(=1)=() (1) (=) soiep(r =1)= 21

n n
5. (a) Au minimum, on ne pioche jamais la boule 1(Z = 0) et au maximum on la pioche 4 fois.

Ainsi, Z(Q) = [0,4].

3(n-1)
n?

(b) Les événements [X = i] pour i € [1,4] forment un systéme complet d’événements (SCE).

(c) D’apres la formule des probabilités totales associée a ce SCE :

Vk e Z(Q),P(Z = k)-ZP(X i) X Prx=i1(Z = k)
i=1

MaisP(X=i)=épourlsis3etP(X:4) :%
donc :
1g 1
P(Z=k)=¢ ;Ppﬁ](z = k) + 5Prx=4)(Z = k)
i
On pose p = % etg=1—p. Lorsque [X = i], le nombre de fois ot la boule 1 est piochée suit
une loi binomiale de parametres i, p. -
Ainsi : Vi € [1,4], Px_(Z=k) = (] )p"q’ K,
On obtient donc: Yk € Z(Q),P(Z=k) = ¢ Z?zl (;)pkqi_k + %(2)pkq4_k
(d) Soient p,q = 0 tels que p+¢ = 1. On considere une VAR T telle que T — B(i, p).

Alors E(T) = ip avec E(T) = Z;{:O k(li)pkqi_k. On a donc 1’égalité demandée.



6.

[N]

(e).

- =N A W Y VAR
E(Z)=) kP(Z=k)=) k| g) | |P'd " +5|(|p'a
i=1

k=0 k=0

3 . 4
= é Z Z k(;c)pkql_k + % Zk(i)pkf_ en échangeant les sommes
i=1 k=0 k=0
I 1 \ o
=% Z ip+ 3 X4p  d’apres la question précédente
i=1
- % x6+2p donc E(Z) =3p = % = E(Y).
import numpy.random as rd
def X()
r = rd.random ()
if r < 1/6 : return 1
elif r < 1/3 : return 2

elif r < 1/2: return 3
else: return 4



