DS Concours Blanc 2 (Correction)

Exercice 1 - .
1. La fonction est dérivable sur ] — 1,+00[. On calcule :
n_. I n(l+x)+1
I+x (1+x)? (1+x)?

Le dénominateur est strictement positif sur I’intervalle considéré et

hy(x) =

n(l+x)+1>n(-14+1)+1=1>0.

Donc

h;(x) >0 sur ] —1,400[.

Conclusion : A&, est strictement croissante.
2. On obtient immédiatement

0
h,(0) =ninl+ 17 0.
x<0= h,(x) <0,
Comme h,, est strictement croissante, {x = 0 = h,(x) =0,
x>0= h,(x)>0.

3. (a) Calcul de f;
Ona

f1(x) =xIn(1 +x).
Par dérivation d’un produit,
! X
N (X) = ln(l +x) + Tax_ h](X).

Donc

A = ().
(b) Comme le signe de fl' est celui de A,
- décroissante sur ] - 1,0 ],
- croissante sur [0, +00[.
- les limites sont égales a +00 en —1 et en +00
Ainsi f; admet un minimum global égal 2 0 en x = 0.
4. Cas général n = 2
(a) Calcul de la dérivée
Par la régle du produit,

- 1
frlz(x) =nx" lln(l +x) 4 xT+x
:xn—l(nln(l +X) +1 +x)

Donc



Fo(x) = 2" By (x).

(b) Variations suivant la parité de n
Cas n impair ( n — 1 pair)
Alors

n—1
x =0,

et son signe est toujours positif sauf en 0 . Le signe de f,’l est donc celui de A, :
- négatif sur ] —1,0[,
- positif sur ]0,+o0[.
Ainsi
[, décroit puis croit.
Comme 7 impair implique x" < 0 pour x < 0, on obtient
- lim f,(x) = +o0,
x——1%
- /i n(o) =0,
- lim f,(x) = +o00.
X—+00
Le minimum vaut donc O .
Cas n pair
Cette fois n — 1 est impair :

X< 0sur]-1,0[,
n—1

-x" >0sur ]0,+o00[.
Comme h,, < Osur] —1,0[,

fulx) >0

sur ] — 1,0[, puis encore positif sur ]0,+oo[.

Donc f,, est strictement croissante sur | — 1, +00[.
Les limites sont :

-Lorsque x —» —17, %" > 0 et In(1 +x) —» — oo, donc

lim f,(x)=—00
x——1%

- fn(o) =0;

- Lorsque x — +00,

lim f,(x) = +o00

x—=+00

Partie B:
. On cherche
X c
—— =ax+b+—.
X X
En identifiant les numérateurs,

K= (ax+b)(1+x) +c.

Développement du membre de droite :

x2=ax2+(a+b)x+b+c.

Par unicité des coefficients d’un polyndme:



D’ou

Autrement dit,

X L+ 1
T+x 1+
(b) On obtient
1 x2 1 1 1
J dx=J xdx—[ ldx+J dx
Donc

b x 1 1

J dx=z—-14+In2=In2->
0
() x> L+xestC sur[0,1]
ul—>u—2+iestC0 sur [1,2]

2 2 2

1 2
X 1 u 1
Lmdx—L u—2+b—tdu—|:7—2u+ln(u):|l—ln2—§

(d) On effectue une intégration par parties :
u(x) =In(1+x), v(x)=x

Alors

1 x2
1
M(x)—ma V(x)—7~

avec uet v C' sur [0,1] Ainsi

2 1 1
X 1 X
Uy =| =In(1+x) ——J ——dx
! [2 L 2 )y 1+x

En utilisant le résultat précédent,

2 2 2] 4
Donc
Un = 1
174
. (a) Sur [0, 1],
xn+15xn,

etIn(1+x) = 0. Donc



Jar1(x) < fu(x),

puis, par intégration,

Un+1 = Un

La suite est décroissante.
(b) Comme

n

x =20, In(l+x)=0,

on a par positivité de I’intégrale

U, 20.
La suite est décroissante et minorée, donc elle converge.
(c) Sur [0,1],
In(1+x) <In2.

donc
x"In(1+x) <x"In2.

Ainsi par croissance de I’intégrale

In2
U,<In2 Jx"dx —
n+1
Donc
0<U. < In2
T T n+1
(d) Comme
In2
n 0.
n+1
le théoreme des gendarmes donne
lim U, = 0.
n—o0o
. (a) On reconnait une somme géométrique :
1—(= n+l1 1 -1 n_n+l
NG Pt SRR S b
1+x 1+x 1+x

(b)
En intégrant sur [0, 1],

(©

Une intégration par parties avec

u(x) =In(1+x), v(x)=x"



puis
1
1+x’

+1

u’(x) = v'(x) =x"

conduit a

U_ln2 1 lx"Hd
"Tn+l n+1 ), 1+x x

En remplacant I’intégrale grace au résultat précédent, on obtient bien la formule demandée :

n n k
y, =2 D (mz— (=1) )

n+1 n+1

Exercice 2 - 1. Pour tout entier k € N*, la variable aléatoire X suit clairement la loi uniforme
sur {1,2,...,n = N}, puisque les tirages se font avec remise et qu’a chaque tirage, 1’'une des
n boules de 1’urne est choisie avec équiprobabilité.

1
Vk e N* X, (Q) = [1;N] et Vi € [I;N],P(X; = i) = N

2. La fonction ajout définie par I’énoncé, teste si I’élément x passé en argument appartient a
la liste L , I’autre argument de la fonction. Si ce n’est pas le cas, et uniquement sous cette
condition, x est ajouté a L.

3. import numpy.random as rd
2 def SimulT(N,i):

3 L =[]

4 k =0

5 while len(L)<i

6 x = rd.randint (1,N+1)
7 ajout (L, x)

8 k = k+1

9 return (k)

4. s=0

: for j in range (100):

3 s = s + Simul_T(3,2)

4+ print(s/100)

5. La variable aléatoire T, donne le nombre de tirages nécessaires pour avoir obtenu deux
numéros différents : il faut faire au moins deux tirages, et les tirages peuvent durer autant de
temps que 1’on veut, tant qu’on pioche toujours le méme numéro :

T(Q) = [2; +0o[.

6. Soit k = 2 un entier fixé.
(a) L’événement [T, = k| N [X; = 1] est réalisé si et seulement si les k — 1 premiers tirages
ont donné le numéro 1 (comme le premier), et le k-i€me donne pour la premiere fois un des
deux autres numéros (2 ou 3) :

[T2=k]ﬂ[X1=1]:[X1=1]ﬂ[X2=l]ﬁ'“ﬂ[Xk_1=1]ﬁ[Xk=/=1].

(b) Les tirages successifs sont faits avec remise, donc peuvent étre considérés mutuellement
indépendants; par conséquent :



par linéarité de 1’espérance et propriété de la variance : on a bien retrouvé la valeur de E (7).
. Soit i € [2;N].

(a) La variable aléatoire Z; représente le temps d’attente d’un premier succes : obtenir un
numéro qui ne fait pas partie des (i — 1) numéros déja tirés, dans une suite d’épreuves de
Bernoulli (les tirages aprés avoir obtenu (i — 1) numéros différents) identiques et indépen-

dantes, de probabilité de succes %

N-i+1

: la variable aléatoire Z; suit bien la loi géométrique

de parametre
(b) D’apres le cours sur la loi géométrique :

N—i+1 . 2 .

N -~ i-1 N N(i—1)
E(Z)=—— e V(Z)= = X = .
@) =§y—v1 © (Z) (N—i+1)2 N " (N-i+1)> (N-i+1)?

N
Lorsquei=1: N—]Y+1 = 1 est bien I’espérance de la variable certaine 77 = 1, et (;\,Vflljrll))z =0

est sa variance.

1\ 2
P([Tz = k] N [X] = 1]) =P(X] = 1) XP(X2 = I)X"‘XP(Xk_l = I)XP(Xk * 1) = (g) X g
(c) Le premier tirage peut donner n’importe lequel des trois entiers 1,2 et 3 ; les événements
([X; =1],[X; =2],[X; =3] ) forment un systtme complet, avec lequel la formule des
probabilités totales donne :
2
P(T=k)=P([=k]n[X; =1])+P([T =k]n[X; =2])+P ([T =k]n[X, =3]) = 3X§ =
puisque les deux autres probabilités de la formule ont, selon le mé&me principe, la méme
valeur qu’a la question précédente.
. La variable aléatoire 7, admet une espérance si et seulement si la série ) ., kP (T, = k) est
absolument convergente.
Comme il s’agit d’une série a termes positifs, la convergence absolue équivaut a la conver-
gence simple.
k=1
Pour toutentiern=2: ), ,kP(T, =k) =2 ZZ:zk(%) .
On reconnait une série géométrique dérivée de raison % € ] —1;1[, qui est donc convergente;
la variable aléatoire 7, admet une espérance, qui vaut :
+00 k—1 +00 k—1
1 1 1 9 5
E(D) = 2Zk(§) = 2(Zk(§) - 1) =2l ——-1]= 2(1— 1) =3
k=2 k=1 (1 - 5)
. La variable aléatoire Z, = T, — | a pour univers-image N*, avec :
. 2 2 (1\!
Vke N, P(Z2=k)=P(T2—1=k)=P(T2=k+1)=?=§~ 3 ,
ce qui prouve que Z, suit la loi géométrique de parametre p = %
La variable aléatoire Z, admet alors une espérance et une variance, qui valent :
1 3 5 1-p
E(Zz) = E = B =>E(T2) =E(Zz+ 1) :E(Zz)+1 = B CtV(Tz) :V(Zz+ 1) :V(Zz) = )
p

2

3k—l

X

W =

A0
AW



10. Soiti € [1;N];ilestclairque: Z, +Z,+ -+ Z, =Ty + -1+ +T,—- T, =T, par
télescopage.
11. (a) Soient £ et k dans N *: les variables aléatoires Z, et Z3 sont indépendantes d’apres 1’énoncé,

et puisque Z, et Z; suivent chacune une loi géométrique, de parametres respectifs 1% et
N=2 .
N

1)“ N-2 (2)1‘_1:(N—1)(N—2)2k_1

N Nk+5

P([ZZ:E]O[Z3:k])zP(Zzzﬁ)xP(Z3:k):¥x( =

N

Soit un entier n = 2 : puisque Z, et Z3 sont a valeurs dans N*, alors

n—1

[Z3+23=n] = | J[Z=K]n[Z = n—k]

k=1
et par union disjointe :
n—1 n—k—1
(N 1)(N-2)2
P(Zy+Z=n)=y P(Zy=k)NP(Zy=n—k)= Z 7

k=1 k=1
[j=n—k=1] (N l)(N 2)' & . 1)(N 2) N
Zz o

(N=1)(N=2) 2" —2
= 2 XN

S (). )

(b) Puisque 77 = Z; est la variable certaine égale a 1 :

_ _ n—1
Vnz3, P(T3:n)=P(1+Zz+Z3:n):P(Zz+Z3=n—1)=W(<%V) —Nf_l).

Exercice 3 - 1. Soient a et b deux nombres réels et u = (x,y,z) et v = (x',y',z') deux vecteurs
de R®. Montrons que
flau+bv) =af(u)+bf(v).

Dans un premier temps, le vecteur au + bv est donné par

au+bv =a(x,y,z) + b(x',y',z’) = (ax +bx,ay+by,az+ bz’)

Donc I’image du vecteur au + bv est donné par

flau+bv) = ((ay+b') + (az+ b') (ax+bx') + (ay+by') + (az+ bz') , (ay+b’))
=a(y+z,x+y+z,x)+ b(y’ +z',x' +y' +z’,x')
=af(x.y.2) +bf (¥').7)
=af(u)+bf(v)

Donc I’application f est bien linéaire.



2. On cherche a déterminer I’ensemble des solutions de 1’équation f(x,y,z) = Og3 d” inconnue
(x,y,2) € R®. Soitu = (x,y,2) € R?.

u € Ker(f) & f(u) = Ops

y+z=0
=4 x+y+z=0
x=0
y+z=0
=
x=0
y=-z
=
x=0

= u=(0,-z7)
< u€e Vect((0,—-1,1))

Donc finalement,
Ker(f) = Vect((0,-1,1))
3. Le théoréme du rang donne
dim(ker(f)) +dim(Im(f)) = 3.
Donc
1 +dim(Im(f)) =3
d’ou
dim(Im(f)) = 2.

4. Calculons les images de la base canonique :

£(1,0,0) = (0,1,1),
£(0,1,0) = (1,1,0),
f0,0,1) = (1,1,0).

Les deux derniers vecteurs sont identiques. On obtient donc

Im(f) = Vect((0,1,1),(1,1,0)).
Ces deux vecteurs forment une famille génératrice, de plus étant non colinéaires, ils forment
une famille libre de I’image donc une base.
5. Simplement
Im(f) = Vect((0,1,1),(1,1,0))
6. Soitu = (x,y,z) € R’



ueIm(f) < I(a,b) €R*, a(0,1,1)+b(1,1,0) =u

b=x
= 3(a,h)eR?, { a+b=y
a=z
b=x
=>EI(a,b)€]R2, a=y—x
a=z

- Siy—x # z, le systtme n’a pas de solution donc la derniere équivalence n’est pas vraie,
donc la premiére n’est pas vraie non plus, c’est-a-dire, u ¢ F'.

- Siy—x =z, alors le systéme admet une solution donnée par (a,b) = (x —2z,z), donc la
derniere équivalence est vraie et donc la premiere aussi, ¢’est-a-dire u# € F. Finalement

uelm(f) = y—-x=z
et donc,
Im(f) = {(x,y,z) eR’ |x—y+z=0}
. (a) On vérifie : Pour u,
2-3+1=0.
Pour v,

1-2+1=0.

Donc u,v € Im(f), qui est un sous espace vectoriel donc toutes les combinaisons linéaires
de u et v aussi.
donc

E CIm(f).

(b) Cherchons si u et v sont colinéaires. S’il existait A tel que

(2,3,1) = A(1,2,1),
on aurait

A=2, 2A=3

impossible. Ils sont donc non colinéaires et forment une famille libre qui est de plus
génératrice de E. C’est donc une base et ainsi:

dim(E) = 2.

(¢) On sait - E C Im(f), - dim(E) = 2, - dim(Im(f)) = 2.
Donc

E =Im(f).



8. - Injective ? Non, car

ker(f) # {0}.

- Surjective ? Non, car

dim(Im(f)) =2<3.

- Bijective ? Non.
Ainsi
f n’est ni injective ni surjective, donc pas bijective.
9. (a) Déterminons une famille de génératrice de Im(f)NF = {(x,y,z) eR’ |x—y+z=0etx+y—2z= 0}.
L’ensemble est défini de maniere conditionnelle avec trois inconnues et deux équations Soit
u=(x,yz) €R’.Ona:

x—y+z=0
uelm(f)nF < (S){x+y—2z:O
grace a la méthode du pivot de Gauss.
x—y+z=0
(8) _
2x—2z=0
y=23x
=
7=2x

Ainsi, on obtient que

u€lm(f)NF < u=(x,3x,2x)
= u=2z(1,3,2)
< u € Vect((1,3,2))

Ainsi,

Im(f) N F = Vect((1,3,2))

(b) ((1,3,2)) est une famille libre et génératrice de Im(f) N F c’est donc une base de
Im(f)NF
donc dim(Im(f)NF) =1
10. Soientu = (2,3,1),v=(1,2,1) etw=(0,—1,1). Montrons que la famille («,v,w) est libre.
Soient (A;,4,,43) € R? tels que Aju+ v+ Azw = Ops.
Montrons que A; = A, = A3 =0.
On lll/t] + ),21/[2 + )L3M3 = Ops3
T donc A1(2,3,1) + A:(1,2,1) +243(0,—1,1) = (0,0,0)
'2241 +32,2 +2,3 =0
donc < A +2L,+A3=0
L —}Lz + 7L3 =0
’Al +212+13 =0
donc < - —-2A3=0
L —2,2 + 2‘3 =0
donc )y]:lz=k3:0
Donc la famille (u,v,w) est libre.




Exercice4- 1. Soitn € N*.

(a) En se placant du point de vue de ’'urne 1 : chaque placement de jeton dans une des trois
urnes peut étre vu comme une épreuve de Bernoulli ou le succes correspond au fait de placer
le jeton dans ’urne 1.

On répete cette épreuve n fois de suite de fagon identique et indépendante par rapport aux
autres épreuves, et X,, compte le nombre de succes - lequel est de probabilité % - obtenus en
n épreuves.

On en conclut donc que X, suit la loi binomiale de parametres (n, %) Des considérations en
tout point analogues permettent d’affirmer que Y, et Z, suivent la méme loi que X,,.k L
(b) La formule générale de la loi binomiale : Vk € [0;n],P(X, =k) = ;_, (Z) (%) (%) ,
donne en particulier :

roe-0=[§)(3 (] - (] renm-GJGT 6 - (6

(¢) L’événement [Y, = 0] N[Z, = 0] signifie qu’apres n jetons placés, les urnes 2 et 3 n’en
contiennent aucun : c’est donc qu’ils sont tous allés dans ’urne 1, et on a bien 1’égalité
d’événements :

[Yn=0]ﬂ[Zn=0]=[Xn=n].

(d) L’événement V,, est réalisé si et seulement si, apres la répartition des n premiers jetons,
au moins une urne reste vide, donc si et seulement si au moins un des trois événements
[X,=0],[Y,=0]ou[Z, =0] est réalisé :

V,=[X,=0]ulY,=0]u[Z,=0].

(e) L’union est non-disjointe, donc P(V,,) se calcule avec la formule du crible :

P(Va) =P (X, = 0) +P(¥, = 0) + P(Z, = 0) = P([X, = 0] n[Y, = 0])
—P([X, =0]n[Z,=0]) - P([Y, =0]n[Z, = 0])
+P([X, = 0]n[Y, =0]n[Z, = 0])
=P (X, =0)+P(¥, =0)+P(Z,=0)-P(Z,=n)-P (¥, =n)—P(X, =n)+0

(5]

il est en effet impossible qu’apres n jetons placés, les trois urnes soient encore toutes vides!
sz 2 IR LI . * s 2 .
2. L’événement V est réalisé si et seulement si pour tout n € N*, I’événement V,, est toujours
réalisé, ce qui conduit donc a écrire :

+00
V=V
n=1
Or si I'une des trois urnes est encore vide apres n + 1 jetons placés, elle était déja vide apres
n jetons seulement : pour tout n € N*, V.| implique V,,, donc V,,,; C V,, et (V1) e+ est une

suite d’événements décroissante pour 1’inclusion.
La propriété de limite monotone pour les probabilités s’ applique donc, qui assure que :

+00 2 n 1 n
]P’(V)=]P)<QV,[)=nEI+nOOP(Vn)=nEI+nOO3(§) —3(5) =0-0=0,



puisque 0 < % < % < 1. 1l est donc quasi-impossible que 1’une des trois urnes reste vide
indéfiniment.

. Il faut bien siir placer au moins 3 jetons différents pour avoir une chance que chacune des 3
urnes contienne au moins un jeton; le nombre de placement peut étre envisagé aussi grand
qu’on veut puisqu’on peut imaginer que les jetons ne vont que dans deux des trois urnes (ou
méme tous dans la mé&me urne) aussi longtemps qu’on veut. On a vu par contre qu’il était

presque impossible de ne jamais parvenir a terminer les placements selon la régle du jeu,

donc :

T(Q) = [3;+00].

. Soitdonc n = 3 : 1’événement [T = n] est réalisé si et seulement si aprés n placement, plus
aucune une n’est vide, alors qu’apres ( n— 1) placements seulement, au moins une des trois
urnes (et en fait exactement une) était encore vide, donc :

[T = I’l] = Vo1 mvnou V-1 \Vn

Le passage a la probabilité donne alors :

]P)(T = n) = ]P)(Vn—l) _P(Vn—l nVn) = ]P)(Vn—l) _P(Vn)a

puisqu’on a vu a la question 2. que V,, C V,_q,etdonc que V,,_1 NV, =V,.

. Le calcul explicite donne, a I’aide de la formule précédente et du résultat de la question 1.e) :

pour tout entier n = 3,

]P’(T=n):?>(§>n_1—3(%)’1_1—3(§)n+3(%)n+:(3—3><§)-(§)n_]+(—3+3><l

Rt

La variable aléatoire discreéte 7 admet une espérance si et seulement
sila série ) ., kP(T = k) est absolument convergente. Comme il s’agit d’une série a termes
positifs, la convergence simple suffit. Pour tout entier n = 3 :

On reconnait deux séries géométriques dérivées, convergentes puisque 0 < % < % <l:la
série de départ est convergente, et 7 admet donc une espérance qui vaut :

+00 2 k—1 +00 1 k—1 +00 o) k—1 2 +00 1 k—1
E(T)=Zk(§> —2zk(§> :zk(§> —1-2-3-2 k<§) +242-2-
k=3 k=3 k=1 k=1
1 4 1 4 9 11
=g l-z-2 424 2=9-1-2-7+2= 5

22 3 12
(1-3) (1-5)
On retrouve bien une espérance théorique E(T) =
empirique obtenue par simulation.

11

5 =5,5 cohérente avec la moyenne

(5]



