Chapitre 2 : Fonctions usuelles

La fonction inverse

Définition 1.1 La fonction inverse est la fonction suivante :
f: R® - R
x - 1
X

Proposition 1.2 — Propriétés de la fonction inverse.
* Le domaine de définition de la fonction inverse est R ™.
+ La fonction inverse est impaire sur R”.
+ La fonction inverse est strictement décroissante sur | — 00, 0[ et sur ]0, +0o[.
« La fonction inverse n’admet pas de majorant ni pas de minorant sur R™.
* La fonction inverse est dérivable sur ] — 0o, 0[ et sur ]0,+0o][ et sa dérivée est donnée par

1
!
pour tout x € R*, f(x)= 3

lim 1 =0
x——00 X

lim 1 =0
x—+00 X

lim - = —00
x—0

La fonction racine carrée
Définition 2.1 La fonction racine carrée est la fonction suivante :
f: Ry - R
x P x

ol pour tout x € R, le réel y = /x est I’unique réel positif tel que y2 =x.

Proposition 2.2 — Propriétés de la fonction racine carrée.
¢ Le domaine de définition de la fonction racine carrée est R, .
* La fonction racine carrée est ni paire, ni impaire sur R .
¢ La fonction racine carrée est strictement croissante sur R, .
* La fonction racine carrée n’admet pas de majorant sur R, mais est minorée par O (ou par —1,...)
sur R, .
* La fonction racine carrée est dérivable sur ]0, +0o[ et sa dérivée est donnée par
1

G

pour tout x €]0, +00[, £ (x)
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lim /x =400
x—+00

Proposition 2.3 — Régles de calcul sur les racines carrées. Soient a et b des entiers positifs. On a :
a a., . 2
VaxVb=Vaxb, £=\/j(s1bqt0), (Va) ' =a
NG b
On a aussi, \/_2 { 4 si a0
a® =|a| = .
—a sinon.

1 On ne dispose pas de regles pour I’addition de deux racines. De maniere générale,

\/a+b¢\/5+\/z.

Par exemple,

Vi+1=v2 alors que Vi+vi=1+1=2.

Exercice 2.4 Ecrire ces nombres sous la forme av/b avec a et b entiers et b le plus petit possible.

V480
a. V1300  b.3vV2x(-4V10), ¢ 5V3+4V75-3V48 d'ﬁx—m

& Gestes Invisibles/Automatismes. Pour simplifier une racine carrée, il faut décomposer le
nombre sous la racine en produit de nombres et faire apparaitre des carrés.

a. V1300 V13x10% = 10/13
—12V5%x2%2 = —24+/5
5V3+4V3%x52-3V/3x42 =133

b. 3v2 x (—4/10)

c. 5V3 +4V75-3./48

/480 _ 2X6X4X10 _ _
d. V2x1/20 - 2x2x10 Vi2=2v3

Exercice 2.5 Montrer que V117 + /13 = +/208.

P Gestes Invisibles/Automatismes. Attention, les racines carrées se comportent mal avec
I’addition ! Comme les nombres sont positifs, il est plus équivalent (et plus facile) de montrer
I’égalité des carrés des deux nombres. Plus précisément,

VITT+V13=v208 & (V117+V13)? =208

En développant I’identité remarquable, on obtient,

(V117 +V13)* = (V117)* + 2V117 x V13 + (V13)*
= 117+2V117x 13+ 13
=130+2V3? x 132

=130+2x%x3%x13
=208
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3 La fonction valeur absolue

3.1 La valeur absolue
Définition 3.1 Soit x € R. La valeur absolue de x, notée |x|, est le réel défini par

x| = x sixz0,
T —x six<O.

9 Lavaleur absolue de x représente la distance entre O et le nombre x sur la droite réelle.
|-3]=3

Exemple 3.2 On a
1
|17|=]77 |_3|=37 ‘——‘=§7 |7'17—3.|=7[—37 |\/§—2|=2_\/§

Exemple 3.3 Considérons la fonction suivante

f + R - R
x P |3-2
Donner une expression de f sans utiliser de valeur absolue.
En faisant une disjonction de cas selon le signe de 3 — 2x, on obtient le raisonnement suivant.
ona f(x)=|3-2x| =3-2x.
ona f(x)=13-2x] = —(3—-2x) = =3 +2x.

e Lorsque 3 —2x = 0, c’est-a-dire x < %,

e Lorsque 3 —2x <0, c’est-a-dire x = %
Donc, finalement, la fonction f s’écrit

f+ R - R
{ 3-2x six <

X .
—3+42x six=

[NSF[UN SR [8)

3.2 La fonction valeur absolue
Définition 3.4 La fonction valeur absolue est la fonction suivante :

R - R
x x|

Proposition 3.5 — Propriétés de la fonction valeur absolue.
* Le domaine de définition de la fonction valeur absolue est R.
» La fonction valeur absolue est paire sur RR.
* La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur | — 00, 0] et strictement croissante sur
[0, +o00].
* La fonction valeur absolue n’admet pas de majorant sur R mais est minorée par 0 (ou par —1 ou ...)
sur R.
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3.3 Regles de calcul pour la valeur absolue

Proposition 3.6 — Regles de calcul pour la valeur absolue.
1. Pour toutx € R, ona |x| = 0.

. Pourtoutx € R,ona | —x| = |x|.
. Pour tout (x,y) € R%, ona |xy| = |x| X |y|.

2
3
4. Pourtoutx € Retn € N,ona |x"| = |x|".
5

= Il

Tl

£

. PourtoutxeRetyeR*,ona 5

Attention, |x+y| # |x| + |y|. Par exemple,

|-1+2|=]1]=1 alorsque |-1|+|2|=1+2=3.

Proposition 3.7 — Inégalité triangulaire. Soit (x,y) € R*. Ona
lx+y] < [x[ + [yl

Ce théoreme traduit le fait que la distance la plus courte entre
deux points est la ligne droite : le plus efficace pour aller d’un
point A a un point B est d’aller tout droit, sans passer par un
troisieme point C qui ne serait pas sur la ligne droite.

Exemple 3.8 Soitn € N*. Ona

NG NS

|n| |n| n n’

l(—nl)"

Exemple 3.9 Montrer que, pour tout n € N *,

<2

l(—l)"+%

& Gestes Invisibles/Automatismes. On doit majorer la valeur absolue d’une somme : on utilise
I’inégalité triangulaire.

Soit n € N*. En utilisant I’inégalité triangulaire, on obtient,

n 1 n 1
07| <1+
Or, |(=1)"| =1et ﬁ =%.D0nc on obtient,
no 1 1
‘(—1) +ITL $1+E

Or, n = 1 donc, par décroissance de la fonction inverse sur ]0,+00[, = < 1. Donc, finalement,

on obtient,

1
n

1
<l+-<1+41=2

n ]
(SIS N
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3.4 Résolution d’équations et inéquations impliquant la valeur absolue

Proposition 3.10 — Equation avec valeur absolue. Soientx € Reta € RT. Ona

|x| =a = X=a ou x=-a.

Exemple 3.11 Résoudre 1’équation |3 + x| = 4.

Soitx € R.Ona

[3+x]=4 < 3+x=4ould3+x=—4

< x=loux=-7

Cette équation admet exactement deux solutions, don-

nées par 1 et -7.

Proposition 3.12 — Inéquation avec valeur absolue. Soient x € R eta € R}. On a
l. |x| sa & -asxs<a.
2. |x|za & x2zaouxs-a
Les mémes équivalences sont vraies avec des inégalités strictes a la place des inégalités larges.

9 Résoudre I'inéquation |x| < a revient  chercher les points dont la distance 2 zéro est inférieure a a.
a a

—oo —-a 0 a +00

Résoudre I’inéquation |x| = a revient a chercher les points dont la distance a zéro est supérieure a a.

a a

Exemple 3.13 Résoudre I'inéquation |2x — 1] < 4.

Soitx € R.On a

[2x—1|<4 o —-4<2x—1<4 .
= -3<2x<5
= —§$x$§
2 2

L’ensemble des solutions de cette équation est donné

par Iintervalle
35
272

Exemple 3.14 Résoudre I’inéquation |x —7]| > 2.

Soitx € R.On a

[x=7|>2 <& x-7>2o0ux-7<-2

y=|x-7|

= x>9 o0ux<5

L’ensemble des solutions de cette équation est donné 2 .

par Iintervalle

b
O ————

]—00,5[U]9,00[
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4 La fonction partie entiere

Définition 4.1 Soit x € R. Il existe un unique n € Z tel que n < x < n+ 1. Cet entier n est appelé la partie
entiére de x et est noté | x|. Autrement dit, la partie entiere de x est le plus grand entier relatif inférieur ou
égal a x.

Exemple 4.2 Calculer les parties entieres suivantes.
12.5] =2, |-13] = -2, 1] =1, |7]=3.
Définition 4.3 La fonction partie entiére est la fonction suivante :

R - R
x e [x]

Proposition 4.4 — Propriétés de la fonction partie entiére.
* Le domaine de définition de la fonction partie entiere est R.
» La fonction partie entiere est ni paire, ni impaire sur R.
* La fonction partie entiere est croissante sur R.
* La fonction partie entiere n’admet pas de majorant ni de minorant sur R.

La fonction partie entiere n’est pas strictement croissante sur R car 2 < 2.5 mais |2 =2 =|2.5]. Elle
est constante sur tous les intervalles de la forme [n,n+ 1[, avec n € Z. On dit qu’elle est constante par
morceaux.

a I
|

S Y T T
F—-

La fonction partie entiére est une fonction en escalier, elle est discontinue en tout n € Z.

Proposition 4.5 Soit x € R. La partie entiere de x vérifie I’'inégalité suivante :

x—1<|x]<x

Démonstration. Par définition, la partie enticre vérifie les deux inégalités suivantes :

x| <x et x<|x]+1.

On en déduit donc que L] < x ot x—1<|xl,

ce qui donne le résultat. |
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La fonction logarithme

Définition 5.1 La fonction logarithme népérien, notée In, est I’'unique primitive de la fonction inverse sur
Pintervalle ]0,+o0o[ qui s’annule en 1. Autrement dit, pour tout x €]0,+00[, on a

1
ln(x) = J ?dl‘
1

Proposition 5.2 — Valeurs particuliéres.
1. Par définition, on a In(1) = 0.
2. Tl existe un unique réel € €]0, +0o[ tel que In(e) = 1. Ona 2 < e < 3 (en fait e = 2.72). Ce nombre
est appelé le nombre d’Euler.

Proposition 5.3 — Propriétés de la fonction logarithme.
* Le domaine de définition du logarithme est ]0, +oo[.
* La fonction logarithme est ni paire, ni impaire sur |0, +00[.
* La fonction logarithme est strictement croissante sur ]0, +0o[.
+ La fonction logarithme n’admet pas de majorant, ni de minorant sur ]0, +0o[.
+ La fonction logarithme est dérivable sur ]0, +0o[ et sa dérivée est donnée par
1

pour tout x > 0, ) = x

lim In(x) = 400
X—+00

lim In(x) = —o0
x—0*

Proposition 5.4 — Relation fondamentale. Pour tout (x,y) € (R} )2, ona

In(xxy) = In(x)+1In(y).

Proposition 5.5 — Propriétés algébriques. Soient (x,y) € (R )2 etn € N.Ona

a. ln(%) = —In(x) b. ln(f) =In(x) —In(y)
c. In(x") = nin(x) d. In(y/x) = %ln(x)

Démonstration. Prouvons la premiére propriété. Soit x € |0, +oo[. Comme % est dans 0, +0oo[, In ( %) est
bien défini. De plus, en utilisant la relation de la Proposition 5.4, on a

In(1) :ln(xx)—lc) = ln(x)+ln()—1c>.

ln<%> = —In(x),

Or In(1) = 0 donc on obtient
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Exemple 5.6 Ecrire In(12) et In ( %) sous la forme aIn(2) + bIn(3) (avec a et b des entiers relatifs).

En décomposant en produits le nombre a I’intérieur du logarithme, on obtient,
In(12) =  In(2*x3)=In(2*)+1In(3) = 2In(2) +In(3)

n()

In(16) —In(3) = ln(24) —In(3) =41In(2) —In(3)

Exemple 5.7 Simplifier au maximum le nombre

A= %111(125) —21In(5) +In(¥/5)

¢ Premiere maniere de faire (en «séparant au maximum les logarithmes»). On a,
1
= 5In(125) - 2In(5) +1In(V/5)
1 3 1
== ln(5 )—2In(5) + ln(52 )

ln(S) 2In(5) + = ln(S)
—0

¢ Deuxieme maniére de faire (en «regroupant au maximum les logarithmes»). On a,

= %111(125) —21n(5) +In(/5)
= In(V125) = In(5%) + In(/5)
(\/EX\/_)

(\/_x\/_)
(sfxf)

(5)(
( 2

=1In(1)
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Proposition 5.8 — Logarithme et inégalité. Soit (x,y) € (R} )2. On a

In(x) =In(y) & x =y, In(x) <In(y) © x <y, In(x) =In(y) @ x=y.

Exemple 5.9 Résoudre 1’équation In(4x — 1) = In(2 — x) d’inconnue x en précisant au préalable le domaine
de validité de cette équation.

» Cette équation est licite si et seulement si
4x—-1>0 et 2—=x>0

c’est-a-dire |

x> - et x<?2
4

Dong, cette équation est valable sur I’intervalle ]572[.

e Soitx € ]3—‘,2[. En raisonnant par équivalence, on obtient,

In(4x—1) =1n(2 —x) = 4x—-1=2-x
= Sx=3
3
= x=z

Finalement, cette équation admet une unique solution donnée par %

P¥- Vérification.

3 7 3 7
D’une part, 1n(4x§—1) =1n(§) et d’autre part, ln(2—§) =ln(§) v

Exemple 5.10 Résoudre I’inéquation 3" > 10°® d’inconnue n € N.

Soit n € N. En raisonnant par équivalence, on obtient,

37> 10° = ln(32n) > ln(108) car la fct log strict. croissante sur ]0,+00[

= 2aIn(3) > 8In(10)

81n(10)
= 13 car In(3) >0

41In(10)
e In3

Or,
41n(10)
3 S 8.38

Donc, I’ensemble des solutions de cette inéquation est donnée par,

{9,10,...} ={n€eN, n=9}
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La fonction exponentielle

Définition 6.1 Pour tout x € R, il existe un unique ¢ dans ]0, +o00[ tel que In(z) = x, que I’on note exp(x)
X

oue” . On adonc

pour tout x dans R, In(exp(x)) = x.

La fonction exponentielle est la fonction suivante :

R - R
x +  exp(x)

Proposition 6.2 Soientx € R et €]0,+00[. On a
In(t) =x = t = exp(x).

En particulier, pour tout 7 dans 10, +00[, exp(In(z)) =1¢.

Proposition 6.3 — Propriétés de la fonction exponentielle.
* Le domaine de définition de la fonction exponentielle est R.
* La fonction exponentielle est ni paire, ni impaire sur R.
» La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
* La fonction exponentielle n’admet pas de majorant sur R mais est minorée par O sur R.
* La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par,

pour tout x € R, £ (x) = exp(x)

lim exp(x) = +00."
x— —00 B

lim exp(x) =0
xX——00

Les courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme sont symétriques par rapport a la
droite d’équation y = x.

Proposition 6.4 — Valeurs particuliéres.

1. Onaexp(0) = 1.
2. On aexp(1) = e (on rappelle que € = 2.72 est appelé le nombre d’Euler).

10/15



Proposition 6.5 — Relation fondamentale. Pour tout (x,y) € R* ona

exp(x+y) = exp(x) X exp(y).

Proposition 6.6 — Propriétés algébriques. Soient (x,y) € R’etneN.Ona

exp(x)
exp(y)’

exp(—x) = exp(x—y) = exp(nx) = (exp(x))"

exp(x)’

9 Ces propri€tés algébriques sont les mémes que pour les puissances, cela justifie la notation exp(x) = e
X
X y xX+y X\n _ nx e_ _x=y
(e ) =c¢ , ey -

_ X
N =€

('Dkl —_

Exemple 6.7 Ecrire ee el et ﬁ sous la forme " avec k le plus simple possible.

5 -42  5-4+2 3
ee € =¢ =€ .
1 —6 —4 _ —6-4 _ —10
= = =¢

Exemple 6.8 Soit x € R. Développer I’expression (4¢” + e )? et factoriser e + >

(4¢" + e_x)2 = (46“‘)2 +2x4eé'e " + (e_x)2 =16 +8+¢ "
e9x + er - €7x+2x + 62)( _ 673(62)( + 62)( _ 62x(€7x +1 )
Exemple 6.9 On définit la fonction ch par,
X + —X
pour tout x € R, ch(x) = 2e
Calculer ch(In2).
Par définition de la fonction ch, on obtient directement que
1
(o ) B e1[12_+_e—1n(2) B 2+eln(§) B 2_’_% B 5
h(n2))=———=—"7F—=73 =3
Exemple 6.10 Montrer que,
pour tout x € R, —x+In(l+¢") =In(e”" +1).

Soit x € R. On a,

—x+ln(1+e)—ln(exp( —x))+1In(1+e")
=In(e”" x (1+¢"))
=In(e F+e )
=In(e " +1)
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Les fonctions puissances entieres

Définition 7.1 Soit n un entier naturel. La fonction puissance n est la fonction suivante

R - R
x X

N . 0
oll, pour tout x € R, x" = x X x X +-+ X x. Par convention, pour tout x € R, x* = 1.
LR —_)

n fois

Exercice 7.2 Calculer les puissances suivantes.

20

= 1 55 = 5 (-6)" = 6

~125 (-1)" =

- 16 (_5)3 { 1 sinest pair

—1 sinestimpair

Proposition 7.3 — Propriétés de la fonction puissance entiére, cas pair.

Le domaine de définition de la fonction puissance est R.

La fonction puissance est paire sur R.

La fonction puissance est strictement décroissante sur | — 00,0] et strictement croissante sur
[0, +o00[.

La fonction puissance n’admet pas de majorant sur R mais est minorée par O sur R.

La fonction puissance est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par

pour tout x € R, fl(x) = n"!

Proposition 7.4 — Propriétés de la fonction puissance entiére, cas impair.

Le domaine de définition de la fonction puissance est R.

La fonction puissance est impaire.

La fonction puissance est strictement croissante sur RR.

La fonction puissance n’admet pas de majorant, pas de minorant et pas d’extrema.
La fonction puissance est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par

=il
pour tout x € R, f(x) = nx"

lim x”~ = 400 lim x™ =400 lim x” =400
N +o0 00

lim x” = —o0

Proposition 7.5 — Regles de calcul sur les puissances. Soient a,b des réels non nuls et n, m des entiers.

+ x =

a.  d'xd" =d"" b. (d")"=d"" C =4"™"
n n —

d. (axb)"=d"xb" e. (4)'=% f. a"=4
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Exercice 7.6 Soient x,y deux nombre réel. Simplifier les expressions suivantes.

Xxx = (xXx)X(xXxXx)=x2+3=x5

2x3

243 2,2 2 6
(x9) XXX XX =xXxXxXxXxXx=x""=x

7 IxPxPxix} 7-5 2
2" _ XPXPXEXEX2XD _ o =22=4

2 Pxixpxixp
(2)3 = 2 _axox2 _ 8
3 - 33 7 3x3x3 ~ 27

Exercice 7.7 Exprimer le nombre suivant sous la forme d’un produit de puissances de 2, de 3 et de 5.

_57x107 %3’
T 1075 %x37 x50

On a,

_ 5’ %107 x3’
107 %37 x 510
_5'x(2x5)*x3’
~(2x5)5%x37x510
_ 574 (5410 5 -4(

-5) _ 497

X3

=5 2x2'x3?

Exercice 7.8 Soient x un réel et y un nombre réel non nul. Simplifier I’expression suivante.

4 4 4
2(xy)2 B 2x2y2 B 27x2 1 6:°
y3 },3 y y4

Exercice 7.9 Soient x et y deux réels non nuls. Ecrire sous la forme d’une unique fraction 1’expression

suivante.
1Y 3 1 3 x-3y
xy 't - 2y yx B 4y?
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Les fonctions puissances réelles

La propriété du logarithme In(x") = nln(x) entraine, en composant par I’exponentielle, que pour tout
xERiettoutnEZ, n
x =exp(nln(x)).

Cela nous permet d’étendre la notion de puissance pour des valeurs de n non entieres et pour des réels x
strictement positifs.

Définition 8.1 Soit a un réel. La fonction puissance a est la fonction suivante
10,+00[ - R
x ~ x*=exp(aln(x))
Exemple 8.2 Soient x €]0, +oo[ eta € R.

1 0 In(;
X =X, x =1, x”=e”nm 1=1

Proposition 8.3

1. Lorsque a est un entier, la fonction puissance a coincide avec la fonction puissance définie pour les
entiers, c’est-a-dire que, pour tout x > 0,

I
L= XXX =m0
(G
n fois

2. La fonction puissance % coincide avec la fonction racine carrée, c’est-a-dire que pour tout x > 0, on
a

On retrouve les mémes propriétés algébriques que pour les puissances entieres.

Proposition 8.4 — Regles de calcul sur les puissances. Soient (x,y) € (R} )2 et (a,b) € R% Ona

a
-b
Lx'xx? = X 2.(xa)b = 3. = X
X
a a _
4. (xxy)" = x"xy* 5(;—‘) = )y‘—a 6.x ¢ = )%

Les regles de calcul concernant les fonctions exponentielle, logarithme et puissances entieres s’étendent
aux puissances non entieres.

Proposition 8.5

1. Pour tout a réel et x > 0, on a In(x") = aln(x).
2. Pourtoutaréel et x € R, ona (e")" = e™.

Exemple 8.6 Calculer les puissances suivantes.

[ U B 11 TR

2327 =23%1 =91 2434 = (2x3)+ =64
o (3)§ 33 33 33
4 x4 1 = = = =

(54) :54x :5 :5 8 8% (23)% 2
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Casoua>0

. 2 1
Par exemple, les fonctions x - x, x = /X, x = x7, x > x3 ...

Proposition 8.7 — Propriétés de la fonction puissance, cas a > 0.
* Le domaine de définition de la fonction puissance est |0, +oo[.
* La fonction puissance est ni paire, ni impaire sur ]0,+00][.
* La fonction puissance est strictement croissante sur ]0, +00].
* La fonction puissance n’admet pas de majorant sur ]0,+oco[ mais est minorée par 0 sur ]0, +0o[.
+ La fonction puissance est dérivable sur ]0,+0o[ et sa dérivée est donnée par

pour tout x > 0, fx) = ax*”!

|
|
!
|
1
1

. a
lim x“ =0
x—0*

Casoua<0

Par exemple, les fonctions x l, X l, X l,---
X X \/)_C

Proposition 8.8 — Propriétés de la fonction puissance, cas a < 0.
* Le domaine de définition de la fonction puissance est |0, +oo[.
* La fonction puissance est ni paire, ni impaire sur |0, +00[.
* La fonction puissance est strictement décroissante sur ]0, +00].
+ La fonction puissance n’admet pas de majorant sur ]0,+0o[ mais est minorée par 0 sur ]0, +0o[.
« La fonction puissance est dérivable sur ]0,+00[ et sa dérivée est donnée par

pour tout x > 0, f(x) = ax*”!

lim x* = +00
x—0*

lim x“=0
x—+00
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