Mathématiques — ECG1 TD 02 — Fonctions usuelles (Correction)

TD 02 — FONCTIONS USUELLES (CORRECTION)

Exercice 1 - 1. Six €] — 00,0[ alors I’inéquation i < 4 est toujours vraie.
Si x €]0, +oo[ alors

1 1
;<4=»x>z (cosx>0+4>0)

Donc|S =]- oo,O[u]i,+oo[,

On peut résoudre graphiquement 1’équation:
[}

2. Soitx € R. On a

1 1 X+
241 T2+l 21
1-(+1)
- 2+1
1-x—1
- 2+1
2
X
2+1
<0
Donc, pour tout x € R, ona%sl.
x“+1
Exercice 2 - 1. a)
V28 +vV63=V22x7+V32x7
=V2xvVT+ V32 x V7T
=2xV7+3xV7
=5V7
b)
V6+v24+V54 =V6+V22x 6+ V32 %6
=v6+2v6+3v6
=6v6

)
9v20 — 5v45 — 2v/180 = 9V22 x5 — 5V32 x 5 - 2v22 x 32 x 5

=9x2xV5-5%x3xV5-2%x2%x3xV5
=18vV5-15V5-12V5
=-9V5

2. Posons A = —— — 1

V2-1 V2+1

En mettant les fractions au méme dénominateur, on obtient,
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_ o Ix(v2+1)  1x(v2-1)
C(VZ-D)x(V2Z+1) (VZ+1)x(V2-1)
=\/§+1—(\/§—1)
(V2-1)(V2+1)
2
2
T2-1
=2
Donc A est Bien un nombre entier (egal a 2 )
3. Soit ¢ = 1£5,
On a:
l= 2
¢ 1+45
2% (1=+/5)
T (1+V3) X (1-5)
=2(1-5)
_2(1-V5)
=S
Donc,
1 2(1-v5)
o 4
_1-45
T2
_V5-1
-2

On a également

1

) 1+\/§2 1+V5
(p—(P—l= P} - P} -

C(1+V5) 2(1+V5) 4

4 4 4
_14+2V5+5-2(1++5) -4
B 4
_1+2V5+5-2-2/5-4
- 4

=0

Donc (p2 =1+4+0.

Exercice 3 - 1.a) Soit x € R. On a
[x+3|=3<=x+3=30ux+3=-3

=x=0oux=-6
Donc I’ensemble des solutions est:
{0,—6} |b) Soitx €R. Ona:

|x-3|24e=x-3240ux-3<—-4
< xzT7ouxs<-1

Donc I’ensemble des solutions est:
’ ]—o00,—1]U[7;+00]
¢)SoitxeR.Ona:
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|7-3x| <5 -5<7-3x<5
= -12<-3x< -2
= 12=z3x=2
= 4=2>x>§

3

Donc I’ensemble des solutions est: [— 4]
d) Soit x € R. On a:

2<|x+1| <3 [x+1]=2et|x+1] <3
< (x+1220ux+1<s-2)et(-3<x+1<3)

S (xzlouxs-3)et(-4<xs2)

VAL 2 I Il 3 L2 []
AJ T ] v v o

—L-B 04.2,3

Donc I’ensemble des solutions est: ‘ [-4,-3]uU[1,2] ‘
2. Par définition de la valeur absolue,

x2—5x+6 six2—5x+620

VxeR, f(x)= ‘x2—5x+6‘ - {—(x2—5x+6) i’ =5x+6<0

Il s’agit donc de déterminer le signe du polynome x +— x> —5x+6.
Aubrouillon x*—5x+6=0

5+V1 6
: =T 75T
A= (-5)"—-4x6=25-24 =1 donc deux racines : < /T 4
etx2=T=§=2
On trace le tableau de signe dex x> —5x+6
x | —o0 2 3 +00
X —5x+6 | + 0 - 0 +
On en déduit que
x*—5x+6sixe]-00,2]U[3;+00[
VxeR,f(x)= 5
—x +5x—6six€[2,3]
3. Soient x € [—1,1] et n € N*. Tout d’abord, % = % = l);—ln

* D’une part, 0 < |x| < 1. or la fonction x — x" est croissante su [0, +oo[. donc |x|" < 1"

c’est-a-dire
0<x|"<1 (%)

e D’autre part,n =120
Or la fonction x +— i est décroissante su ]0; +0o[. donc
1

0s, <1 (*%)

« Conclusion. En multipliant, les deux inégalités (%) et (%) (qui n’impliquent que des nombres
positifs), on a:
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Exercice 4— 1. Soit x € Z. Comme x est un entier, on a | x| = x. Sonc f(x) = 0. Pour tout x € Z, f(x) = 0.

2.0na
f(2.5)=2.5-]2.5]

=25-2
=0.5

3. Soit x € [0, 1[. Comme

0<sx<1,

on a | x| = 0 Donc pour bout x € [0, 1[, f(x) = x.
4.
» Commengons par montrer que pour toutx € R, |[x+ 1] =[x]|+ 1.
Soit x € R. Par définition de la partie entiere, on a
[x] <sx<|x]+1

Donc [x]+ 1 <x+1<|x]+2. Ainsi le nombre k = | x| + 1 est un entier vérifiant

k<sx+1<k+1

Par définition de la partie entiere,

lx+1]=k=|x]+1.
* Soitx € R. Ona
flx+1)=x+1-|x+1]
=x+1-(|x]+1)
=x+1-[x]-1
— v [x]
= f(x)

Donc pour tout x € R, on a

Jlx+1) = f(x)

Exercice 5 - e Soitx>0.0na:

In(x)=-7ex=¢

e Soitx€R.Ona:

exp(x)=4 < x=In4
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* Soitx €]1;+00[. Ona:
In(3x—1)=zIn(2) & 3x—-122
< 3x=3

= x=21
e Soitx € R. On a:
e <2 —3x+5<1n2

< —-3x<In2-5

1
S x> —§(ln2—5)

> ]l 2+5
X 3n 3

* Soit x E]L—I‘;+oo[. Ona:
In(dx—1)<3 e dx—l<eé

= 4x$e3+1

= x< % (63 + 1)
Exercice 6 — 1.a)
ln(é—ll) =—1In(4)
= —In(2?)
= —21n(2)

b)

In(8) +51In(2) = In(2°) +5In(2)
=31In(2) +51n(2)
=8In(2)

c)

In(v/32) = %111(32)

1
= 51“(25)
5
= EIH(Z)
d

In(10) - In(20) = In(10) — In(2 x 10)
=1n(10) — (In2 +1n10)
=1n(10)—1In2-1In10

=—1In(2)
2. a)
S50 2. -3 _ 5423
e Xe Xe " =e
4
=e
b)
3 N2 3 -
e X(e ) =e Xe
=e Xe
3-8

¢
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4, -5 4, -5
e Xe e Xe
e el
4-5-1
=e
-2
=e
d)
5\7
ex(f ) _ el+5><7—(—9+4)
e Oxe? 4
3. a)

2In(3)+In4 21n(3 In(4
20344 _ 2n(3) | in(4)

_ eln(Sz) NRLICY

=3x4
=36
b)
e3ln2—]n4 _ eSln(Z) % e—ln4
_ )y ()
31
=2 ><4
=2
c)
eln6+1 _ €1n6X€
£n9+2 - oln9 % o2
— 6 =1
= §e
d)
3 2
e31n3+621n7 _ In(3 )+eln(7 )
=3 +7
=27+14
=41
€)

S35 AI0) _ 35 gt
f)
in(1 +e5)+ln(

1+e

=5
4. a)
Soitx€R.Ona:

b)
Soitx€ ROna:
x2+2x 5 5
€ X+ 2x—(x+1)
e(x+l)2
42— (27 +2x+1)
=¢
-1
=e
c)

Soitx>0ona:

L) =in(e (14e7))-m(1+e7)

=1n(e5)+ln(l+e5)—ln(l +e5)
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2
eZln(x) _ eln(x )
d)

Soit x > 0.0na :

—1n(2x) = In(x) - m( %) —In

e)

SoitxeR.ona:

1
— 2%\ 5 -
eXxe x=(ex)2><e *

62x><2 X e X
=¢' xe "
_ X—X
0
=e
=1
5.
Soit x € R. s
2
A= (e x+5)

(ezx)2 + Zezx X5+ 52
=™ +10e™ +25
B= (ezx - 2) (e_x + 5)
=™ xe +5¢5 —2e T —2%5

= 57 =27 =10

C=5*" -3 47"
=(5-3+7) ¥
—

D=e" -0y

_ (ex)z B (3x)2
= (ex—3x) (ex+3x)
Exercice 7 - 1.
A=2x(4x3)*
=2 x4*x 3
=8x16%9
=1152
71
=T
=7
=343

7-4

B 7
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(22) x 10472
T 15x8
_26><2><8><(22)_2

3x8x23
6+1—3—2><2X3—

C=

1

1l
—_ N

W]

2. Déja tous les membres de 1’égalité ont un sens poura # Oetn# O carn # 0,a # 0 et nd”" # 0. Soient n
entier natrlllrel non nul et a un re%el non nul.
(-1) 1 "o(=1) y 1 a)”

X|==1
n a

= _,})n x((;;:)n
(=" (1-a)

= X
n a’

_ (-1x(1=a))"

na"

_(a-1)"
T ond"

S

—~

3.
Soit n un entier naturtlal. Ona:
uy = (=3)"+2x3" —4x3"
=3"x(-1)"+3"x2x3-3"x4
=3"x((-1)"+6-4)
=3"x((-1)"+2)
Donc
* si n est impair,
u, =3"x(=1+2)
=3"x1
=3"
* et sin est pair,
u, =3"x (1+2)
=3"x3

n+1

=3



