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Sommes
Le symbole Y,

On souhaite avoir une écriture simplifiée et compacte d’opérations comme la somme des 50
premiers entiers naturels :
1+2+43+4+---+50,

ou comme le calcul du cumul des n+ 1 premiers termes d’une suite (uy)nen :

ug+uy+uy+---+u,.

Définition 1.1 Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que p < ¢ (p est I’indice de départ de
la somme, ¢ I'indice de fin). Soient u,,,u,1,...,u, des nombres réels. La somme de tous les
termes up,Up+1,...,Ug S NOLE :

q
Z U = Uup +up+l +"‘+M(/.
k=p

Cette notation se lit «la somme des uy pour k variant de p a ¢».

L’indice de sommation, ici la lettre-indice k, est une lettre muette :

q q
Zuk: Zun:up+up+l+"‘+l/lq.
k=p n=p

q
Par convention, si p > g (somme vide), on considere que Y, u; = 0.
k=p

Exemple 1.2 — De I'expression développée au symbole Y.

34445+4+n = Yk
k=3

1,1 1 Lo
Itatot+p = Lo
=

n+1

ltg+g+-+g™ = ¥ ¢



Exemple 1.3 — Du symbole ¥ a I'expression développée.

Terme général | Indice 1* terme | Indice der. terme Somme avec les - - -
4 2
S K k=1 k=4 1422432442
k=1
2 1 - - 1 1
L T T+ i=0 i=3 ot t [E=
10 10 - ~ 10 10
jgl I+ T+ J=1 J=n ESEARRE NS e A e
2
Egexp(ﬂ) exp(¥) (=2 (=2 exp(2)
3
kzl ark+1 A2k+1 k=1 k=3 asz+as—+ay

q
Proposition 1.4 Dans la somme Y uy,ily ag— p+ 1 termes.
k=p

Remarque 1.5 On peut aussi rencontrer la notation Y u;.
iel

Cela désigne la sommes des éléments u;, pour lesquels 1’indice i appartient a /. Par exemple,

Y Vi= Vi+V4a+Vo.

ue{1,4,9}

1.2 Les sommes de référence

p<getaceR.Ona

q
Z a = a x (Nombre de termes) =a x (¢ — p+1).
k=p

Proposition 1.6 — Somme d’une constante. Soient p et g deux entiers naturels tels que

Exemple 1.7 — Somme d’une constante.
Y2 = 2x(@—-1+1)=2x4=8

Y0 = Ox(n—1+1)=0xn=0
=1

J

Proposition 1.8 — Sommes des entiers et des entiers au carré. Soitn € N*. On a

n(n+1) u kzzn(n+1)(2n+1)
et k;l =

k=
Lk==5

On a les mémes résultats si le somme commence a 0 et non pas a 1.




Démonstration. Prouvons le résultat de la premiere somme par récurrence. Notons, pour tout
n € N*, (Z,) la propriété suivante :

! n(n + nn+1)
Z »
e [nitialisation : Vérifions (). Pourn =1, 0na

1
I1x(1+1
Zk:1:x(2+)7

donc () est vraie.
e Hérédité : Soit n € N*. On suppose que la propriété (Z7,) est vraie, et on veut montrer
la propriété (2,+1). On a
n+1

n
Yk = Yk+(m+1) par relation de Chasles
k=1 k=1

_ n(nz+1)+(n+1) car (,) est vraie

= (n+1)(5+1)

_ (ntD)(n+2)
2
Donc la propriété (2, 1) est vraie.
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la propriété (7,) est vraie pour tout
ne N*.
|

Exemple 1.9 On a

I

6><7 _5X6X(2x5+1)

5
210 et Y= =55
i=0 6

Proposition 1.10 — Sommes géométriques. Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que
p < ¢.Pourtoutx € Ravecx# 1,ona

L=

1—x9— p+1

o l—x

q q
' Lorsquex=1,0ona } xf=Y 1=(q—p+1).

k=p k=p
Exemple 1.11
2 k 10  1-220-1041 10 1-2'" 21 10
k=10
n n 1 n—0+1
L k1! 1(1_ 1
kgozk% = 23]20(2) =8 Tl = (1= 55)
+1
Zeerl — ezemiexlli”e
m=0 m=0
. n 2\n+1 2(n1
2 2\i o 1=(x%) ot
Six#1, Yx' = Y)=-—157"="12



1.3

14

Régles de manipulation

Proposition 1.12 — Linéarité de la somme. Soient p et g deux entiers naturels tels que

p < gq.Soient uy,...,u etvy,...,v, des nombres réels. On a
q q q
Z (uk+vk) = Z U+ Z V.
k=p k=p k=p

De plus, pour tout A € R, on a

q q
Zl-uk:l-Zuk.
k=p k=p

Attention, la somme ne comporte mal avec la multiplication/division et les puissances.
Par exemple, si p € N*,

n p n
(zuk) ny
k=0 k=0

Par exemple, on sait que (u1 +uz)? # u + u3.

a2 Ces regles permettent de se ramener aux sommes de référence. La mise en facteur permet
de sortir d’une somme tout ce qui ne dépend pas de I’indice.

Exemple 1.13

n n n
Y (2k+1) = 2Y k+ ¥ 1=2x" 15 (n—0+1)= (n+1)?
k=0 k=0 k=0

2 2

.im+n

=

y i2+ Y i= n(n+1)(2n+1) + n(ntl) _ n(n—|— 1)2
i=1 i=1

Techniques de calculs

1.4.0) Sommes télescopiques

Les sommes de la forme
n

Z(Mk—uk+1)

k=0
sont appelées des sommes télescopiques. 1l est facile de les calculer car les termes s’éliminent
de proche en proche et il ne reste alors que le premier et le dernier terme.

n

Z (g —ugs1) =uo—up+uy —up+up —uz+ -+ Up—1 — Uy + Uy — Upr1 = Uy — U1
k=0

Proposition 1.14 — Sommes télescopiques. Soient p et ¢ deux entiers naturels tels que
p < g.Soientu,,...,u,+1 des nombres réels. On a :

q
Z (U —upy1) = wp — Uy

k=p
q q
On a aussi k): (U1 —uy) = —kZ (U — Up41) = U1 — U
=p =p
Exemple 1.15
n
Y@—(+1)%) = 0—(n+1)?=—(n+1)

i=0

é‘z(le—l_\/];) = Vn+l1-V2



1.4.b) Changement d’indices
Il existe plusieurs fagcons d’écrire une méme somme, par exemple

n 1 1 1 ﬂ+|1
- - _
; +o+ Z
k=0
Un changement d’indice est une réécriture de la somme avec un nouvel indice.
k=0 | k=1 | k=2 | -- k=n
1 1 1 1
1 2 3 T S|
i=1 i=2 | i=3 | - | i=n+l
1 1 1 1
7 1 2 3 e S|

Dans les deux cas, on conserve exactement les mémes termes dans la somme, on leur donne
juste «un nouveau nom». Cela permet notamment de se ramener a des sommes connues. De
maniere plus rigoureuse, on a effectué le changement d’indice « ».

Proposition 1.16 — Changement d’indice. Soient p et n deux entiers naturels. Soient
ug, - . - , U, des nombres réels. On a :

n+p

Zu_zu

i=p

n
Exemple 1.17 Calculons Y (k—1). En effectuant le changement d’indice j =k —1,0na
k=1

n n—1 )
Lk-D=}j=
k=1
en utilisant la Proposition 1.8.

n
Exemple 1.18 Calculons Y (k+ 2)2. En effectuant le changement d’indice j = k+2, on a
k=0

)

i k+2)° ’f 2 (n+2)(n+3)(2n+5)
k=0 6

en utilisant la Proposition 1.8.

1.4.c) Regroupement de termes
On peut parfois décomposer la somme de départ en plusieurs sommes plus simples a calculer.

2n
Exemple 1.19 Soit n € N. Calculons U, = Y, min(i,n).
i=0
On sait que

i si i=0,....,n

mm(l’n):{n si i=n+1,...,2n

Donc, on découpe la somme de la maniere suivante,

Un:Zmlnzn )+ Z min(i,n)

i=n+1
:Zl—i- Z n
i=0  i=nt1
Zn(nZJrl)-l-nx(Zn—(n—f—l)—i—l)
n(3n+1)

2



1.4.d) Se ramener aux sommes de référence
Pour calculer des sommes, on peut se ramener aux sommes de référence en utilisant la linéarité
de la somme, et en faisant attention aux indices.

n
Exemple 1.20 Soit n € N*. Calculons S, = Y. (6k> +4k+1).

k=1
On a

n

Se= Y (64 Y 40+ Y (1)
k=1 k=1

k=1
:6ik2+4ik+il
k=1 k=1 k=1

nn+1)2n+1)

1
=6x —&—4><Ln+ >+(n—1+l)
6 2
=n((n+1)2n+142(n+1)+1)
=n(2n* +5n+4)

Si on reconnait une somme de référence mais que I’indice ne commence par a 0 ou 1, on ajoute
les termes qui manquent pour commencer a 1’indice O puis on les retranche (pour conserver
I’égalité).

n
Exemple 1.21 Soit # un entier supérieur ou égal a 13. Calculons S, = ¥ /.
=13
Ona

S, =13+14+154+---+n
=142+ + 12413+ 14415+ +n—(14+2+---+12)

n 12
WA
/=1 /=1

Cn(n+1)  12x13
2 2
n(n+1)
=7 _78
2

Pour les sommes géométriques, lorsque 1’indice de départ n’est pas 0, il s’agit de factoriser par
le premier terme pour se ramener a une somme géométrique avec un indice de départ qui vaut
0.

n
Exemple 1.22 Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Calculons T, = ¥ 4.
k=3
Ona
=4 44"+ 44"
:43 % (40+41 +'.'+41173>

n—3
— 43 Z 4k
k=0
_ 431_74’172
1—4
4n+1 o 43



2.1

Produits

On souhaite de méme que pour les sommes, avoir une écriture simplifiée et compacte pour la

multiplication de nombreux termes.

Le symbole []
Définition 2.1 Soient p et g deux entiers naturels tels que p < ¢ (p est I'indice de départ du
produit, ¢ I’indice de fin). Soient u,,,u,1,...,u, des nombres réels. Le produit de tous les
termes up,Up 41, ... ,Uy SE NOLE :

q

Huk:u,, X Upy] X oo X Uy,
k=p

Cette notation se lit «le produit des u; pour k variant de p a g».

Lindice du produit, ici la lettre-indice k, est une lettre muette :

q q
TTet = [T wn = up % ttpi -+ 1.
k=p n=p

q
Par convention, si p > g (produit vide), on considere que [] u; = 1.
k=p

Exemple 2.2 — Du symbole [] a I’expression développée.

II Terme général | Indice 1°" terme | Indice der. terme | Produit avec les ---
n
I13 3 k=1 k=n 3x3x---x3=3"
k=1
5
I1 ¢> > (=3 (=5 32 x 42 x 5% = 3600
(=3
s 1 1,111
11;117 7 i=1 i=4 TX§X§XZ¥
5
Hbl(),k bl()fk k=2 k=5 ngb7Xb6Xb5
k=2
Exemple 2.3 — De I'expression développée au symbole []. On a
(2) x (143) x (1g) < x (143) = T1(1+5)
52
FPx6xTx8 = ]

p<getaceR.Ona
q
H = anbre de termes __ aq—/)-H
k=p

Proposition 2.4 — Produit d’'une constante. Soient p et g deux entiers naturels tels que




2.2 Regles de manipulation

Proposition 2.5 Soient p et g deux entiers naturels tels que p < g. Soient u,,...,u, et
Vp,...,Vq des nombres réels. On a
n q q
H(ukka) = Hukx Hvk.
k=q k=p k=p

De plus, pour tout A € R, on a

q q
H?L-uk:l”-Huk.
k=p k=p

Attention, le produit se comporte mal avec les sommes.
Par exemple, (11 +vi)(u2 +v2) # uyvi +uava.

Exemple 2.6 Soitn € N. On a
n ik _ 40 4! 42 4n B 40+ 142++n 4@ B 2;1(;1) 1) _2(11+l)(n71)

2 EX?XEX-“Ei on+l - on+l o on+1

k=0

2.3 Technique de cailculs

2.3.a) Produits télescopiques

Les produits de la forme
o Ut ]

—0 Yk

k=0

sont appelées des produits télescopiques. 1l est facile de les calculer car les termes s’éliminent
de proche en proche et il ne reste alors que le premier et le dernier terme.

Ukl _ uy © up us Y Up % Un+1 _ Un+1
=0 Uk up Uy uz Up—1 Up Uo
Proposition 2.7 — Produits télescopiques. Soient p et g deux entiers naturels tels que
p < q.Soientu,,...,u, 1 des nombres réels. On a :
q
H Up+1 _ Ug+l
k=p Uk Up
On a aussi oy u,

Exemple 2.8 On a

2.3.b) Changement d’indice
Comme pour les sommes, on peut effectuer des changements d’indice dans les produits.

Exemple 2.9 En effectuant le changement d’indice i = k— 2, on a




2.4 Factorielle

3.1

Définition 2.10 La factorielle d’un entier n € N* est ’entier

k=1x2x3x---Xn.

n
n! =

k=1

Par convention, 0! = 1.
Exemple 2.11 Ona

0! 1! 2! 3! 4!
1 1 Ix2=2|1x2x3=6|1x2x3x4=24

Proposition 2.12 Soit n € N*. On a

(n+1)!=n!x(n+1).

Exemple 2.13 Ona

51 = 5x41=5x24=120
7% 6x5x4x3!
Fo= ST S Tx6x 5 x4 =840

Sommes doubles
Sommes “rectangulaires”

On veut calculer la somme de tous les nombres a; ; présents dans le tableau suivant :

j=1]1j=21j=3
i=11| ap app a3

i=2| ax ap | a3

Il s’agit en fait de calculer une somme de somme, que 1’on appelle somme double. Cette somme

est notée
S = Z aj .
1<i<2
1<)<3

On peut sommer de deux manieres différentes.

e On somme les éléments par ligne : 2 2 3
S=(ait+a2+a13)+ (a1 +ap+ays) =Y (aii+aix+aiz) =y, (Z azyj)
j=1

i=1 i=1

2734 3'4°5) 715

o On somme les éléments par colonne : 3 3 2
S=(a+ay)+(aip+ay)+(ai3+az3) =) (a1j+az;) =Y, ( ai,j)
j=1 j=1 \i=1
Exemple 3.1 Calculons
1
1§’<3 1+J
1<j<2
o En sommant par ligne, on a:
j=1]j=2
S_ 1+1 n 1+1 n 1+1 28
—\273 374 475) 715 i=1| 3 3
e En sommant par colonne, on a : i=2 3 :
1 1 1 1 1 1 28 i =3 1 1
S:(++>+<++>— l 3 5



m<isn i=m i=m

PJq

J=p J=pr

Si m = p et n = ¢, on pourra noter cette somme

) aij

m<i,j<n

Proposition 3.2 Soient (11, p,7,q) € N* et (a; ;) n<i<np<j<q des nombres réels. On a

Y aj=Y (i%) -y (iaw’)

Exemple 3.3 Calculons

e En sommant par ligne, on a :

i=1

s—g<zi> — Y= m

e En sommant par colonne, on a :

S:i ii :in(n—&-l):nz(n—i—l) i—n
= 2 2

i=1 j=1

Exemple 3.4 Calculons

o En sommant par ligne, on a:

7 7 7 2 2
S:Zl:(i ) ilnn—i—l n(n:—l) P
i=1 .

e En sommant par colonne, on a :

j=1]j=2 j=n

| |

i=2 2 2 2
n n n
j=11Jj=2 j=n

| 2 n

n 2n n?

1 oo o pnn+1 nFn+1)% [,
J=1

i=1 j=1

3.2 Sommes “triangulaires”

On peut aussi vouloir calculer la somme de tous les nombres a; ; présents dans le tableau

suivant, dont toutes les cases ne sont pas remplies :

j=1]1j=2]j=3
i=1| a1 | aip | a3
i=2 %) a3
i=3 ass

Il s’agit en fait de calculer la somme suivante
S= Z aj j.

On peut sommer de deux manieres différentes.

e On somme les éléments par ligne :
S=(aig+aip2+ai3)+ (a2 +a3)+(asz3)

H(ze)




e On somme les éléments par colonne :

S=(a1)+ (a2 +a2) +(a13+azz+asz) =Y,

Exemple 3.5 Calculons

En sommant par ligne, on a
n n
s=Y Y
i=1 \Jj=i
=Y iln—i+1)
i=1
n n
=m+1)Yi-Y 7
=1 =1

n(n+1) n(n+1)(2n+1)

3

j=1

(

J
ai:j
i=1

= 1
(n+1) x 5 e

nlnt1)(n+2)
_ oot Din+2)

n




