Mathématiques — ECG1 DS 0 (Correction)

DS 0 (Correction)

Exercice 1 - 1. Résoudre sur R I’équation x + 2 = 0 de maniere graphique.

Résoudre I’équation x + 2 = 0 revient graphiquement a trouver 1’abscisse du point
d’intersection entre la droite d’équation y = x + 2 et I’axe des abscisses.

Graphiquement, on trouve que 1’équation x + 2 = 0 admet une ‘ unique solution
donnée par P¥- Vérification. —2+2 =0 ve

2. Résoudre sur R I’équation 12x + 4 = 0 (de maniere calculatoire).

Raisonnons par équivalence pour résoudre 1’équation 12x +4 = 0. Soit x € R. On
a

12x+4=0 = 12x = —4
4 1

= x=TpeT3

W | —

Donc I’équation 12x +4 = 0 admet une | unique solution | donnée par | —

P Vérification. 12X (—1)+4=-4+4=9 v
3. Résoudre sur R I’équation 2x* —2x—4 = 0.
L’ équation 2x* —=2x—4 =0 est une équation de second degré. Pour la résoudre,
on commence par calculer son discriminant qui est donné par
A= (=2 —4x2x(-4)=4+32=36

Comme A > 0, I’équation admet deux solutions réelles données par

2+\/%_2+6_2 . _2-v36 2-6 .
2x2 T 4T coRT T4

Donc, finalement, 1’équation 2% — 2x — 4 = 0 admet réelles don-
nées par

¥ Vérification.

X1 =

2x2°—2%x2—4=0 v
2x (1) =2x(-1)-4=0 V
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4. Soit x € R. Développer et réduire les expressions suivantes.
a) A=(4x+3)(7x-2)—2x
b) B=(x—1)*—(2x+3)*
) C=(x=2)(x+1)(x-3)
Soit x € R. On a,

(A= (4x+3)(7x—2) —2x
= 28x" — 8x +21x—6—2x

= 28x" + 11x—6
Et aussi
[B]= (x—1)" = (2x+3)°
=x2—2x+1—(4x2+ 12x+9)
|- 32— 14x—3]
Et enfin,

Cl=(x=2)(x+1)(x-3)
= (" —x=2)(x-3)

‘=x3—4x2+x+6‘

5. Soit x € R. Factoriser les expressions suivantes par la quantité indiquée.

a) A=x"+6x+9 par x +3
b) B=2x—5+(2x—5)" par2x—>5
©) C=x"—9+(x—3)(x+1) parx-3

Soit x € R. On a,

=x2+6x+9

= (x+3)*
Et
[B]=2x-5+(2x-5)°
= (2x=5)(1+2x-5)
= (2x-5)(2x-4)|
Et enfin,

=x2—9+(x—3)(x+1)
=(x=3)(x+3)+(x=3)(x+1)

= (x=3)(2x+4)]
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6. Calculer les fractions suivantes.

A—l+
a) =3

Et aussi,

+
W

Il
SIS

| W
I
SIS

[} |98}
+
[o)] e}

Q|
|
S
Slo

193
W

gl=|ol=

(951
()

X

x|

O\|§;

Donner I’expression la plus simple des expressions suivantes (sous forme d’une seule fraction)
en précisant pour chacune les valeurs de x autorisées.

3 2 245 3x—2
VA= 3 D) B=3 7" 5-3

a) La quantité A est définie pour des x € R tels que 3x + 1 # 0, c’est-a-dire pour
tout x € R\{—%} Soit x € R\{—%} On a,

A= 3+ 55
T 5 3x+1
_3x(Bx+1)+2x5
- 5(3x+1)

— 9x+ 13
15x+5
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b) La quantité B est définie pour des x € R tels que 3x—1 # 0 et 5x—3 # 0,

¢’est-a-dire pour tout x € R\{%,3}. Soit x e R\{},3}. On a,

13
3’5 375

2x+5 3x-2
Bl=5=1-53
_ (2x+5)(5x—3) = (3x—2)(3x—1)
- (3x—1)(5x=3)

_ 42817

15x2—14x+3

8. A l’aide de la question 2, résoudre sur R I’équation 2X f_ox*-4=0.

Raisonnons par analyse-synthése.
* Analyse. Soit X € R une solution de I’équation 2X *_2Xx*—4=0. Posons
x = X", Alors x € R est solution de I’équation 2x* —=2x—4=0. Or d’apres
la question 2, cette équation admet exactement deux solutions données par 2
et —1. Donc
soitx =2 soit x=-1

En revenant a la variable initiale, on obtient
) .
soit X" =2 soit X =-1

L’équation X * = 2 admet deux solutions données par X =v2et X = —2.
L’équation X =] quant a elle n’admet aucune solution. Donc finalement,
on obtient,

soit X = v2 soit X=-V2

« Synthése. Vérifions que X = V2 et X = —+/2 sont bien des solutions de
I’équation 2X* —2X*—4=0. On a,
2x(V2) —2x (V2)? —4=8-4-4=0
2x(—\/§)4—2x(—\/§)2—4= 8—4-4=0

Donc X = /2 et X = —+/2 sont bien des solutions de 1’équation 2x* —2x? -
4=0.

* Conclusion. L' équation 2X *_2X? — 4 = 0 admet exactement
données par | V2 et —v/2.

P Vérification. La vérification a été effectuée dans la synthése.
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9. On considere un triangle rectangle de périmetre 12 cm et dont I’hypoténuse mesure 5 cm.
Déterminer la longueur de tous ses cotés.

D’apres I’énoncé, 1I’hypoténuse du triangle rectangle vaut 5 cm. Notons a et b la
longueur (en cm) des deux autres cotés du triangle, comme présenté sur le schéma
ci-dessous.

b cm

acm

D’apres 1’énoncé, le périmetre de ce triangle vaut 12 cm. Avec nos notations et
en omettant les unités de longueur, cela vaut dire que les inconnues a et b doivent
vérifier

a+b+5=12 c’est-a-dire a+b=17 (Ey)

De plus, d’apres le théoreme de Pythagore, on doit aussi avoir

a’+b’ =5 =25 (E»)

En utilisant (E;), on obtient b = 7 —a. En substituant cela dans (E,) puis en
développant, on obtient alors

A+ (7-a)"=25 cestadire 2a°—14a+24=0

On se retrouve avec une équation du second degré dont le discriminant est donné
par A =4 > 0. Donc cette équation admet deux solutions réelles, données par
(apres calculs) 3 et 4. On obtient finalement deux possibilités.

* Soit a = 3 et alors, d’apres (E;), b = 4.

e Soita = 4 et alors, d’apres (E;), b = 3.
Dans tous les cas, I’hypoténuse du triangle mesure 5 cm, et le triangle posséde un

autre coOté de et un autre de

Exercice 2 — 1. Ecrire le nombre suivant sous la forme a + by/c ol a, b, ¢ sont des entiers (avec
¢ le plus petit possible).
A =256 + 4180 — 15 — 5v/380.
On a,
A =256 +4V180 — 15 - 5v80
= V162 +4V22x 32 x5-15-5V22 x 22 x5
=16+4x2%x3V5-15-5x2%x2%xV5

=1+24/5-20V5
=1+4V5
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2. Résoudre de maniére graphique puis de maniére calculatoire I’inéquation |x—5| < 1 d’inconnue
x€eR.

* Résolution graphique. On peut commencer par remarquer que

x—5 six=5

Vx€eR, |x—5|={ —x+5 six<5

Ceci nous permet de représenter la courbe de la fonction x — |x—5|. Puis,
graphiquement résoudre I’inéquation |x— 5| < 1 revient a déterminer I’ensemble
des abscisses pour lesquelles la courbe de la fonction x — |x — 5| est en-
dessous (strictement) de la droite d’équation y = 1.

|
|
1
4 6

Graphiquement, on trouve que I’ensemble des solutions de I’inéquation
|x—35]| < 1 est donné par ]4,6[.
* Résolution analytique. Soit x € R.

[x-5]<1 & -l1<x-5<1 & 4<x<6.
Donc I’ensemble des solutions de I’'inéquation |x — 5| < 1 est donné par
14,6[.
3. Soit x € R. Simplifier les deux quantités suivantes,
1 (eH!

= + et B =
(6—3)2 ez % e—6

A

I
(¢
=)
+
—

Soitx€R.Ona:
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4. Simplifier les deux quantités suivantes.

A=In(3-V5)+In(3+5) et B=ln(exp(2))—ln(§>

Ona
A=In(3=V5)+In(3+V5)
=In((3-V5)x (3+V5))
=In(3" - (v5)?)
=In(9-15)
=1n(4)
On a aussi,

B =1In(exp(2)) — ln(%)
=2-(In(2) —In(e))
=2-In(2)+1
=3—1n(2)

5. Pour les trois fonctions suivantes, donner le domaine de définition, le domaine de dérivabilité
et la dérivée de la fonction.

1 1
f:xl—>3x2+;+—2 g:ix V2x+3 h:xe In(x-3)
x

La fonction f est définie et dérivable sur R* et sa dérivée est donnée par

* I 1 2
VxeR", fx)=6x—=5—-=
X~ X
La fonction g est définie sur [— % +oo[. Elle est dérivable sur ]—%, +oo[ et sa
dérivée est donnée par

La fonction A est définie et dérivable sur ]3,+00[ et sa dérivée est donnée par

1
Vxel3d, +oo[,  h'(x)= —

Exercice 3 - On considere le polyndme P, défini par,
Vx€eR, P(x):x3+3x+4

1. Montrer que —1 est une racine du polyndme P.

On a
P(-1)= (=1’ +3x(-1)+4=-1-3+4=0.

Donc —1 est une racine du polyndme P.



Mathématiques — ECG1 DS 0 (Correction)

2. Déterminer le polyndme Q € R[x] tel que
Vx€R, P(x)=(x+1)Q(x).

Effectuons la division euclidienne du polyndme P par le polynéome x +— x + 1.
Comme le reste de cette division euclidienne est nul, on obtient que,

VxeR, P(x) = (x+1)0(x)
ot le polynéme Q est défini par
VxeR, Q(x)=x2—x+4

3. Déterminer les racines éventuelles du polyndme Q.
Le polynome Q est un polyndme du second degré. On commence donc par
calculer son discriminant A qui vaut

A=(-1)Y-4x1x4=-15

Comme A < 0, le polyndme Q n’admet pas de racines réelles.
4. En déduire le tableau de signe du polynéme Q.

Comme le polyndme Q n’admet pas de racines réelles, il est de signe constant.
Comme son coefficient dominant est strictement positif, on en déduit que le
polynoéme Q est toujours strictement positif sur R. Autrement dit, le tableau de
signe de Q est donné par,

X e %e + 00

O(x) +

5. En déduire le tableau de signe du polyndme P.

D’apres la Question 2, le polyndome P s’écrit
VieR,  P(x)=(x+1)(x"—x+4).

A partir de cette forme factorisée et grice au tableau de signe de Q donné a la
Question 4, on obtient le tableau de signe suivant pour le polynéme P.

X —00 -1 +00
x+1 - 0 +
0(x) + +
P(x) - C) +
Valeur de x | Valeur de y | Affichage
Ligne 1 0
Exercice 4 — | [ jgne 2 0 2
Ligne 3 0 2 4
Ligne 4 2 2




