
Mathématiques – ECG1 TD 05 – Étude qualitative d’une fonction

TD 05 – ÉTUDE QUALITATIVE D’UNE FONCTION

Exercice 1 – Domaine de définition. Donner l’ensemble de définition des fonctions suivantes.

1. f1 : x 7! 1

x+3

2. f2 : x 7! 1

x2+1

3. f3 : x 7!
p

2x+1

4. f4 : x 7!
p

x2 �4x+3

5. f5 : x 7! ln
�

1

3
x�5

�

6. f6 : x 7! ln(x+3)� ln(2x+1)

7. f7 : x 7! x
1

7

8. f8 : x 7! exp(3x+2)

1

(Correction(

&

Dans tout l'exercice
,

on notera Di l'ensemble de définition de la

fonction Si (pour i = 1
, .. .,

8)

1
.

On a

ne De n+ 3 +0 5. On a

( xF- 3 me Dz(4 -
570

Donc Dr = IR1[-3] ()n) 15

2. Comme ne n+ 1 ne s'annule Donc Dg = 115 ; + no[

jamais, on a

6. On a
D2 =

IR

x- Do() (
n+

370)3. On a
et

2x +170
x- Dz42x+ 170

Exx -E
Done

Dz = [- E , +o[ (Mee)
4· Commençons par tracer le tableau de signe, Donc

de la fonction ton2-4x+ 3 Do = J-3 : +oo[J-Ei +a[

Résotions n'- 4x+ 3 = 0.
= J-zi +0[

·On calcule le discriminant

A = (-4)2- 4x143 7. D = Jo ; too[ (car
= 16-12

= 4 fonction puissance
réelle

·
Comme 10 ,

deux racines :

mn =
- (-4)+N

= 4+2 6= 3 8. Comme les fonctions2

et nz =
-(4) -G

= 42= 1 xr3x+2 et une exp(n)
Donc on a

2
sont définies sur IR

, par

composée ,
la fonction fo est

x-0 1 3 + 00 définie sur IR.

·
i

Done Do = IR.
22-4x+3 t : & t

Finalement, on a

ne Dn(=) 22-4x+ 37, 0

↳ ne]-0
,
1]UT3;roo[

Donc

Du = -00
,
17 UT3 ; +a [

.
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Exercice 2 – Domaine de définition. Donner l’ensemble de définition des fonctions suivantes.

1. f1 : x 7! ln(x+1)
4�x2

2. f2 : x 7! e
x
ln(2x+3)

3. f3 : x 7! ln(ex �1)

4. f4 : x 7! ln(ln(x))

2

Dans tout l'exercice
,
on notera Di l'ensemble de définition de la

fonction Si (pour i = 1
, .

..,4)

1. On a

nt Dr (=) (x+ 170 et 4-2 +0)

El (x)- 1 et x=2et n=
-2)

Donc
B = j 1 ; +05 - 142 ,

-2]

= j -1 ; +al- 42}

2. La fonction + e est définie sur IR

et la fonction x4 In(2x +3) est bien définie
au]-i +o (car 2n+3)0< x) -3) · Donc

la fonction Ja est bien définie zu 7-2 ; +a [

Da = J-2 : +o [

3. On a

xtDz()e-10

x

[) e 71

(=) x > (n(1) = 0

Donc D3 = Jo ;+ oo[

4. On a

ne Da In (a) > 0 et x > o

x > e = 1 et u< 0
[i]

Donc Da = J1 ;+oo[
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Exercice 3 – Composition de fonctions. Déterminer, lorsque cela est possible, f �g et g� f (on donnera,

quand c’est possible, l’ensemble de définition et l’expression de la composée).

1.
f : R ! R

x 7! x
3 et

g : R ! R
x 7! x�1

2.
f : R ! R

x 7! x
2 et

g : [0,+•[ ! R
x 7!

p
x

3.
f : ]0,+•[ ! R

x 7! ln(x)
et

g : R ! R
x 7! x

2 �1

3

1. les deux fonctions sont définies sur IR.
.
Donc les composées

fog et gof sont bien définies sur IR et pourtout xEIR,
· (fog)(x) = f(g(x)) = f(x-1) = (x-1)

. (gof)(n) = g(f(x)) = f(x) -1 = x- 1

C ..
Pour tout EDj= IR

, f(x)= EDg = 10 ;tool .
Done gof est

bien définie sur Dj- IR et pour tout nEDf =
Ir

,
on a

(g0f)(x) = g(f(x)) = v((x) =v = (x).

· .
Your tout n EDg = 10 ;+ o [

, g(x)=Nn-Dg = IR
.
Done fog est

bien définissur Dg=[oito et pour tout &Dg=Cita
,
on a

(fog) (x) = f(g(x) = (g(x))" = (wn)" = x.

3
..
Pour tout Dj =Jo ;too[ , f(x) = In(x)E Dg= IR .

Done

gof est bien définie au Dj = Jo;+ao et pour
tout xe Dj=Jo :+ao2,

(gof)(x) = g(f(x)) = f(x)"- 1 = (en())"- 1.

·.
en se demande maintenant si

pour tout E Dg= IR
, g(x)E Dj = 10 ; + a[

C'est faux car pour x = 0
, g(a) = -1 Dy = Jo : too[

donc la composée fog n'est pas bien définie.
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Exercice 4 – Représentation graphique. Pour les fonctions suivantes, à partir du graphe, donner : le

domaine de définition, la parité, la monotonie, les éventuels minorants, majorants et extrema.

y = f (x)

||
1�1

y = g(x)�

�

1

�1

y = h(x)

4

. Parla fonctionJ
- domaine de déf : -1

,1[

-
la fet est impaire

-
la fet est strict

.

Croissante sur J-1
,
1[

- pas de majorants/minorants
- pas d'extrema

. Parla fonction
- domaine de déf : IR

-
la fet est impaire

-
la fet est strict. Croissante sur IR

- majorants : 1
,
2, ...

-
minorants : -1

,
-2, ...

- pas d'extrema

. Parla fonction:

- domaine de déf : IR

-
la fet est ni paire ni impaire

-
la fet est strict

.

Croissante sur

7-00 , -1), est strict décroissante sur

[-1
, 1] et strict croissante sur [1 ; too[

- pas de majorants/minorant
- pas d'extrema

&
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Exercice 5 – Parité/imparité. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On définit les trois fonctions suivantes, f1, f2 et f3

f1 : x 7! x

x4 +1
f2 : x 7! e

x
2

f3 : x 7! x�1

x2 +1

Montrer que f1 est impaire, f2 est paire (sur leurs ensembles de définition respectifs) et f3 est ni paire,

ni impaire sur R.

2. Déterminer la parité des fonctions suivantes (en précisant au préalable leur ensemble de définition).

f4 : x 7! e
x � e

�x, f5 : x 7! x
2

ln(x), f6 : x 7! x
3 +

1

x
.

3. Que dire (en terme de parité) de la somme de deux fonctions paires ? De la somme de deux fonctions

impaires ? De la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire ?

4. Démontrer qu’une fonction polynomiale de degré 2 admettant deux racines qui sont opposées est

paire.

5

3

IR - IR
1. soit fr: R

K I
x4+1 2

. · .
Soit fa:IRp(x) - exp(-x)

Tout d'abord
, I, est bien définie au IR car la

fonction x re +1 ne s'annule jamais. Tout d'abord, +exp(x) est bien déf sur IR

· Ce domaine de fr est cym% à zéro. comme compose des 2 fets ave exp(x) et x-x

·
Soit xf IR. On a définie sur IR

. Puis J est bien définie sur IR

-D
comme soustraction de 2 fets définies sur IR.

f)- x) =

(x)" +1
=- 4

+1
= - f(x)

De plus,
le domaine de In est sym % à 0.

Donc Is est impaire.

IR-IR
· Soit Ja :

n ne ep(x
Soit x-IR. On a

Tout d'abord
, I est bien définie sur IRcomme

composée des deux fonctions 1 exp(x) et 4qui fal- x) = exp(- x)- exp)- (-x)) = exp(-x) -exp(x)=- fu(x)
sont définies sur IR. DoneIn est impaire.
· le domaine de fa est bien cym % à zéro.

· Soit n -IR. On a

fa)-x) = exp)(-x() = exp(x) = f(x)
·

Soit Js : Jitolen(a)
Donc Je est paire. Commenext est déf .

Su IR et x4In(x) est dif

·
Soit I: -

IR au Jo,+ol
, fr est bien déf au 10,

5002.
x-1

I
x2+1 Comme le domaine n'est pas symétrique

Tout d'abord
, I, est bien définie au IR car la

par rapport à zéro, fa n'est ni paire ni

fonction x re +1 ne s'annule jamais.

Déjà le domaine de fz est bien symétrique % à zéro. impaire.

· On a 8g(1) = 0 et fz (-1) = -1.
· ·

soit fg : *I
· Comme fz(1) + fr (1) , fa n'est pas paire.

Comme une n' est dif sur IR et un est

· Comme fz(1)+ -f3(-1), fa n'est pas impaire.
définieau IrF

, fo est dif a IRd

Le domaine de fo est sym % à O.

Soit E IR&. On a

fo(-x) = (-x(3 +( = -
x- E = - fs(x)

Done fo est impaire.



3.. la comme de deux fonctions paires est paire.
soient f et

g deux fonctions paires définies sur un ens o sym.
% à zéro.

Montrons que
la fet f+ g , définie aussi sur D est paire.

Soit ED
.
On a

(f + g))- x) = f(-x) + g(-x)

= f(x) + g(x) con fet g
cont paires

= (f+g)(x)
Don fig est paire.

..
De même,

la comme de deux fonctions impaires est impaire.

· .
Pour la somme d'une fonction paire et d'une fet impaire,

on ne peut rien dire

lafaunetimparéetlafretpa.
&

f(1) = 2 et f(-1) = 0

motées e
et Na

4 . un polynômepde degré 2 qui admet deux racines peut toujours

s'énire :

pour
toutxEIR

,
P(x) = 1(x-x)(x-x2)

Ici, on suppose que
les racinescont opposées ,

i . e

22 = - xs

Donc pour
tout xEIR,

P(x) = 1 (x-m)(x+ x1)
= 1(x2- x?)

-

Montrons que
Pest pair.

* Son domaine de définition ,
IR

,
estsymétrique par rapport à 0.

* Soit x E IR
.

P(-x) = J)(x)2 - x?)
= 3(x -x?)
= P(x)

Donc Pest paire
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Exercice 6 – Monotonie et inégalités. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Montrer que pour tout x 2 [1,3[, on a

�2 6� 2

x2
6�2

9
.

2. Montrer que pour tout x 2 [�3,2], on a

1

6
6 3

(x�1)2 +2
6 3

2
.

3. Montrer que pour tout u 2 [1,4], on a

1

5
6 1p

u+u�1
6 1.

4. Soit (a,b) 2 R2
tel que 2 6 a 6 3 et 1 6 b 6 2. Montrer que l’on a

2 6 a
2 � 2

b
6 8.

6

1. Soit ne [1,
3[.

0 On a n 1 3 Soit u [1, 4]*

donc x2
,
1 car H croissante sur IR+

· U,
1 donc U-10

donc - x2x -1 car - 140 et <,VI= 1 car une en est voissante sur IRI

donc donc in + u - 13 1

-12-1 car décroissante au
donc 1 E 1 car t est cissante su R

donc 2 car 27 0 N + u - 1 et les deux termes sont O
- x24 - 2

el 54 donc u-1[3
.. On a n 3

et In <VT = 2 car ...

donc 29 car un a croissante sur 12+

donc N + u -115

donc -2-9 con -10
donc

2 E car ...

N+ n-1

donc -↳- con t décroissante R

4 ·

Soient (a,
6) EIR ta 2 < a <3 et 116XC.

done-1-2 can 20
On a 4 sat 9 car tous les termes Cont >, 0 et Les croissante su IR+

9
et ↳t car tous les termes sont et lcoissantesu

2.
Soit x- [-3 ,

2]. On a

done 12
car 20

-- 1
E E donc(1-2-

18 (x-112 + 2

car 320 En sommant les inégalités ( et (A) , on obtient

(183(x-1/2+ 27,
2

-

I
⑧

24a -848 .

car tous les termes sont > O *

et n est strict.
Décroissante sur 12+

&
(E) 183(x-1)2+ 2

et (x-1)2+27, 2

-

() (x-1)2 16 et (x-1) 30
-

toujours vrai

(t (x-1) 1 16

<In-1114
car in est strictement croissante au 1R+

et NTn-1) = (x-1)

car te n'est strictement croissante sur IR+

(= -4(x-114

(=) -3(x15

La dernière inégalité est vaie pour x-[-3, 2]

Donc, pour toutxe[-3,
27 ,

on a

3 E
3

T =(n-1)2 + 2 2
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Exercice 7 – Étude complète d’une fonction. On considère la fonction

f : R �! R
x 7�! x

3 �3x+1

1. Dresser le tableau de variations de f . On admet que

lim
x!�•

f (x) =�• et lim
x!+•

f (x) = +•

2. Tracer l’allure la courbe représentative de la fonction f .

3. La fonction f admet-elle un maximum ? un minimum ? Si oui, préciser sa valeur et le ou les valeurs

en le(s)quel(s) il est atteint.

4. La fonction f est-elle paire ? impaire ? Justifier.

7

On peut en déduire le tableau de Signe de j'
puis le tableau de variations de f

-d - 1 1 + a

f(x) t+
-3 7

+d

f

-- 3
- 1

2
.

N·NI >

- 1
--

↓

3. pas de minimum
car

N+ =
0

n+ +a


