Mathématiques - ECG1 TD ?? — Calcul Matriciel

TD 8 — CALCUL MATRICIEL

Exercice 1 - Ecriture de matrices. Ecrire en extension les deux matrices suivantes, puis donner leur taille et I’espace

M m(R) dans lequel elles vivent.

A=(ixj)icics et B=(min(i,)))<i<4
<< 1<j<4

A L3 4 A2 A

A= 39 4y6 ¢ b=[ A & 2 %
3 6 3 1 A 2 3 3
4 & AL A6 AL 3 4
5 M A5 Ao
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Exercice 2 - Opérations sur les matrices. On considere les deux matrices A et B données par

2 1 1 -1
)

Calculer 34 — B, 21, + A et 3(A —2B).

] 5“)
3B [,

4 A
.2IL+P«=(3L‘>

. 3(A-28)= (Z _9€>

]
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Exercice 3 - Multiplication de matrices. Calculer les produits suivants
, 11—1_30) w1 (2 1) = [t
V321 2)7ls51 1 2)\3 2) " |8s
-1 -1 0
I —1\ /1 2 0\ [A4-4 1 20 _
°)<1 2)(3 14>=(?q8 d)(3 14)(; ‘f _21)'(

3 3 -2 0 6
e) (-1 0 2)(-2):—1 f)(-2)(-1 0 2) = (2, o-¢,>
1 1 -4 0 &

[\S}
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Exercice 4 - Gare aux identités remarquables chez les matrices.... On considére les deux matrices suivantes

1 1 0 1 -1 1
A=10 1 1 et B=|-1 1 -—1].
1 0 -1 1 -1 1

1. Calculer (A + B)? et A% +2AB + B. Que constate-t-on ?
2. Calculer A2 —B? et (A+ B)(A — B). Que constate-t-on ?

2 6 -4 2 5 5 4 -A 4
Ao (A+B) =y 4 1 alom que AP+ 3AB + & - (-2 4 -3
5-2 3 -2 4
-5 -2 0 5 -}
. A~ 69’=(4—z 3> olons que (448)(A-8)= (z % 5>
-3 4 -2 A -4 4 -y
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Exercice 5 - Opérations sur les matrices. Soient A, B, C trois matrices de .#,(R).
1. Développer les expressions matricielles suivantes.

i)A(B+C) ii) (A+B)? iii) A(A> + B+1,)
2. Factoriser les expressions matricielles suivantes.

DM?+3M+MA  i)AM—2M i) M? 4+ 3M?* —2M

A a) A(B+e) = AB+AC
) (A+B) = A% AB+BA 4B
) A(A2'+6+IW)=A3+AB+A

0. ) MEL3Mamp < M (MBI, 4 A)
w) AM-IM - (A-g£Z, )M
W) MPe3ME-IM = M ME43M-2T,)
(M¥+3M -2, M

1]
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Exercice 6 - Transposée de matrices. Donner la transposée des trois matrices suivantes :

-1 -1 0
A:G % 2), B=|1 4 -1], C=(-1 0 2).
2 1 2
-4
T A3 + [~ A% T o
H - 2/ 1 [ B = ‘4 4 4' ° = 2/
’ 0 4 0 -4 %
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Exercice 7 - Puissances d’une matrice. Soient a,b et ¢ des réels. On considere la matrice

a 0 0
A=|0 b O
0 0 ¢
Calculer, pour tout n € N, A”.
mn
a8 0 0
o o
VméE IN) A - 0o B o
0 0 £V
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Exercice 8 - Puissances d’'une matrice. On consideére la matrice

Calculer, pour tout n € N, A".

£-T, & Voew*, A"‘z(w
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Mathématiques - ECG1

Exercice 9 — Puissances d’une matrice. Soit a € R. On considére les matrices
1
2

=R=
|
2
|
o]

0 1
uU=|1 0
0

-1
1. Calculer U?.
2. Trouver (a,f,7) € R tel que M = al; + BU +yU>.
0 9 0

L. U= [0 2 2
0 -4 -1

1
9. M213+Q,U+%U
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Mathématiques - ECG1

Exercice 10 - Matrices inversibles, cas particuliers. Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, donner leur

inverse. A | ) 1
a) <2 _1 ) b) (—8 _2)
4 0 O 4
¢c)(0 0 O d |0
00 -2 0
-2 0 0
e) 1 1 0 f)
1 2 1

(con det=640)
3) ImvaonBl & s e vauk

A A
e (30
A) Tas dmwmsdte [ der= o)
c) Tas L awvaundle (m alwe m‘}gm W m ozg;w s o churmh)

(=Y e
N O O
N~N—_—

(=N eNo)
S N =
I
OO\](.Q
N~ —

cL) Invon Bl ok son swok vauk
Aly 0 03 (/vmbhx& male  aver fous

o s 0 s wooff diagemamy, mon mubl )

o o e

\ ) Bu v e buamawlon Jouws
) Tnemndt (ns o pory o e (g

p Pas amvwu s 8l makiuc /fnﬁwl:zu(’nm chan "f;w qun 2o dLur},gm&)

10
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Exercice 11 - Matrices inversibles.
1. Montrer que la matrice suivante est inversible et donner son inverse.

1 1 1
A=1|2 1 2
1 0 2

2. En déduire (sans faire le pivot de Gauss !) que le systéme suivant admet une unique solution que I’on donnera,

1

X + 2z

x + y + z
2x + y + 2z
—1

4. Monk hans Qe A ot imvornsfle em memkhomk qua
veed,, (R, L ’eq'uuhm AY.- B (cL‘mmmer«M(\&\) odmak 4L QUL selutiom
- | o § (IR). Rauisommons pon equivofine.
Feiemk X:(«i)e My, (R) & B- (f)e Hs 0 pan equvamd
A 11 [ o
X=6 — -4
e o (312)(3)-(F)

diank lo Tnso\wk a.okmael

o ot

< i(H 3+9§b : ; o om adeatihomk i ceffivemis dos makus
A+ Y+ =
@ H +9-‘% =C
vryrz = R
<= t‘ -‘3 =8-20 Ly« Lg-2La
-y 2z =ca Ly<Ls-La
ntYy+2 = 3
= {' 9y = -4
-‘B‘f% = C-Q
A+ Y+z = Ie
< { 15!5 - 20-R
2z -a-B+c
D a=-da+dB-c
Y = 20-4
z=0RB+c

-2 2 1 [0
<)) Y:( a2 -1 0)(,8)
A -1 1 (&
None VB, l"egr AX=6 odmek ATe uigua W denmen fan
-2 2 -1
X = ( 9 -1 o)B
A -1 1

Nonc Ao mokhe A otk imvonnfl of

a4 (-2 2 -1 A4 AN -2 2-1
A= 2 -1 0 (.‘L 1L>(a-ao>=(
A -4 A 1 037’\1-11

11



2.

ik (%.“J,%) € IR. Roissmmems Jan Lauivalemnc .

%i—% +2 =/ A 1 4 "0 A
(%) {‘2%1“3 + =3 => (2 1 2 ><y>: 3>
A 2 -1

€% + =-1

(o)
to

a Y
(= A (u >= (3>
- A ot
t 1 y?mh&
€® A
(o (3>- A (3) Ei"& )
- o il
1 e moTy
A -2 2-1 de At eawver
& (y>__. 5 o)(;‘) a to. quosin .
2 a4/
x 5
- ()
t -3

Tome Lo vyvleme () admek AL ANQUS hlnhmdnm\ofm,‘m
(5,-/1.,'3)

> \,/éw%\cnhm

5-4-% =4V
&S -1+23) = >V

5 F ()1
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Exercice 12 - Matrices symétriques. Soient A et B deux matrices de .4, (R).
1. Montrer que AT A est une matrice symétrique.

2. Montrer que si B est symétrique alors A7 B+ BA est symétrique.
3. Montrer que si A et B sont symétriques, alors A + B est symétrique.

A. Omn a: -
(ATA) = AT (A7)
= ATA
ne AA e %\(’m@w&
2. On o - T
(Ab+BAY = (AB) + (BA)
- B A B
= BTA' + ATbT
_bh+ AB
= AB 4 BA

Nome AB+BA of %m\'mw

3 0m O . :
PA+b) = A +B
= A‘\'E

pone A+h ok wmeDuque

12
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Exercice 13 - (x) Polyndbmes annulateurs.
1. On considere la matrice A suivante

(a) Montrer que A3 — A% +2A+ 1153 = 05.

(b) En déduire que A est inversible et donner son inverse
2. On considere la matrice A suivante

(a) Montrer que A% = 6A.

(b) En raisonnant par I’absurde, en déduire que A n’est pas inversible

A (8) (aluds..

(8) Roisommons P oauwahmu Oma:
A*- A+2A+/111 =0, ¢ A-A"+3A =- M1y
= A (A-A+3T) =M1,
> Ax(-A_a_(A-MlIQ): I,

Ainyi, a8 ewivke
- __(A-A+213)

AQMQ' (1,“], AB: :[3

Nome Ja motne A ot wnvonnBl oF
A_1: —A%-(AQ-A“ 2-13)

2.(a) Caluuls...
B) Rasewnens pan 0 aBywrde .
(8) 31;{,9%9%& o ¥ obnde. o to. mabue A b imvovi Bl
D fo. questen pebdents, e o
o

e AY. At_GA.AY (Lo on A ot wmvos'a dwonsiBe )
r = ®

Mome 461,
On @Hte 2galiki, ok aByunda .

Dome A o' ot pas dnvowlle.

13
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Exercice 14 - (x) Diagonalisation. On considere les deux matrices

1
P=|10 1 1 et A=|-6 4 -6
-1 0

Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
Montrer que la matrice D = P~! AP est diagonale.

En déduire, pour tout n € N, ’expression de D”.
Montrer par récurence, pour tout n € N, A" = PD'PL,
En déduire, pour tout n € N, I’expression de A”.

Nk e =

a -4 A -2
-4 4 -1

14



Mathématiques - ECG1 TD ?? — Calcul Matriciel

Exercice 15 - (x) Lien avec les suites récurrentes d’ordre 2, Probléme Classique. On considere deux suites (u,),en et

(vn)nen définies par
Upy1 = —2uy + vy
Vi1 = 3uy

uy=0, v=1, VnEN,{

1. (a) Déterminer une matrice A € .#,(R) telle que,
VneN Unt1) _ 4 (Hn
’ Vn41 Vn
neN, (“) A <O)
Vi 1
1 1
()

(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
(b) Montrer que la matrice D = P~ AP est diagonale.

(c) En déduire, pour tout n € N, I’expression de D".

(d) Montrer par récurence, pour tout n € N, A" = PD"P1,
(e) En déduire,

(b) En déduire que,

2. On note

N, A"=—-
Vn €N, 1

(f) En déduire les valeurs de u,, et v, en fonction de n.
(g) Etudier les limites des suites (i, )nen €t (Vi)neN-

15

1<—1+(—3)"+1 —14(=3)"
_3_(_3)n+1 _3_(_3);1



