(V. Systémes Linéaires

1 La notion de systéme linéaire 1
2 Résolution d’un systéme linéaire 3
2.1 Résolution d’un systeme linéaire homogéne ............... 3
2.2 Résolution d’un systéme linéaire avec second membre . . . ... 4
3 Résolution par algorithme du pivot de Gauss 5
3.1 Résolution pour des systémes échelonnés . . ............... 5
3.2 Opérations élémentairessurleslignes .................... 6
3.3 Algorithme dupivotde Gauss . . ... 7

La notion de systéme linéaire

Définition 1.1 — Equation Linéaire. On appelle équation linéaire 4 p inconnues une équation
de la forme
axy+axxp+...+apx, =b

e lesréels xq,...,x, sont les p inconnues de I’équation,
e lesréels ay,an,...,a, sontles coefficients de 1’équation,
o ct le réel b est le second membre de I’équation.

2 On parle d’équation /inéaire car les inconnues xi,...,x, sont uniquement multipliées par des
nombres réels et sommées. On n’a pas de produit d’inconnues comme x| X X2, ni de puissance
comme %3, ni de In(xs), ni de exp(x1 ).

Exemple 1.2
Equation Linéaire (Vrai/faux) | Inconnues | Coefficients | Second membre
2x+3y=4 Vrai X,y 2,3 4
¥ —3x+2=0 Faux
x—y+z—6=0 Vrai X, 9,2 1,—1,1 6
xy+2z=0 Faux

Exemple 1.3 En géométrie, dans le plan muni d’un repere, une droite a pour équation
ax+by=c,

avec (a,b) # (0,0). Une droite est donc une équation linéaire a deux inconnues. Notons que “droite”
se dit “line" en anglais...

Lorsque le nombre d’inconnues est petit (par exemple trois), on notera souvent les inconnues
x,y,z plutdt que x1,x; et x3 (par choix purement esthétique).



Définition 1.4 — Systéme Linéaire. On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues
un systeme (S) de la forme

ajpxy + ... Farpxp = by
(S) : :
ap1x1 + ... Fappx, = by
ol
e ctlesréels xq,...,x, sont les p inconnues du systeme,
e lesréels ayi,ai,...,a,, sontles coefficients du systeme,
e ct le vecteur de réels (by,...,b,) forme le second membre du systéme.
Une solution du systeme est un p-uplet (x1,...,x,) € R? qui vérifie le systeme (S) ci-dessus.
L’ensemble des solutions d’un systeme, est I’ensemble des p-uplet (x1,...,x,) € R? vérifiant le

systeme (S) ci-dessus.

Face a un systeme linéaire, on commence par identifier les inconnues, c’est-a-dire les nombres
dont on ne connait pas la valeur, puis les coefficients du systeéme qui apparaissent devant
les inconnues et enfin le second membre, c’est-a-dire les termes ne faisant pas intervenir
d’inconnues.

Exemple 1.5
Systeme Linéaire Nbre équations | Inconnues | Coefficients | Second membre
2x + y + 7z = 5
{4x 3y 4 67 = 2 ? yzo | 2,1,7,4,3,6 (5.-2)
Sy + 3x — 1 = 2
x 4+ V22 — y = 0 3 X, 9,2 5,3, (1,0,100)
—3x — 100 + 7z = 4y
ut+v+w=0 1 U, v,w 1,1,1 0

uxie ¢ X .8, pou i ifier, u

Concernant le deuxieme systeme de I’Exemple 1.8, pour se simplifier, on pourra commencer
par “remettre dans [’ordre” le systéme, c’est-a-dire en mettant les inconnues du c6té gauche
des égalités, en alignant en colonne les inconnues identiques et en mettant le second membre
a droite, comme ci-dessous

I+ 5y — 2z o= 1
X -y + V22 = 0
-3x - 4 + Tz = 100

Exemple 1.6 Résoudre un systeme du type

aix + by = ¢
mx + by =

(qui est un systeme de deux équations a deux inconnues) revient a chercher I’intersection de deux
droites dans I’espace.




2.1

| Définition 1.7 Un systéme linéaire est homogéne si son second membre est nul.

Exemple 1.8
Systeme Linéaire Nbre équations | Inconnues | Homogene (Vrai/Faux)
2x -y =0 .
2 \Y%
{ . \/Ex + 3y -0 X,y rai

3
X + 2 =y
2 C,V F
{ 7 0 /\, _) aux

Résolution d’un systéme linéaire

On rappelle qu'une solution d’un systeme linéaire de n équations a p inconnues est un p-uplet
(x1,...,xp) € RP qui vérifie les p équations du systeme.

Définition 2.1 Deux systemes (S) et (7') sont dits équivalents s’ils ont les mémes solutions. On
note alors (S) < (7).

Exemple 2.2 Cherchons a résoudre par substitution le systeme suivant :

x +y =3
x —y = 2

En exprimant x en fonction de y puis en injectant cette expression dans une des deux lignes, on
obtient,

x+y=3 x=3—-y x=3—-y x=3—y xX=

L’ensemble des solutions de ce systeme est donné par

{(G2)}

Résolution d’un systéme linéaire homogéne

D=2

Proposition 2.3 Tout systeme linéaire homogéne admet au moins une solution, donnée par le
p-uplet (0,...,0).

Exemple 2.4 Considérons le systeme linéaire suivant :

2x  — y =0
—V2x + 3y =0
C’est un systeme linéaire homogene, et il admet bien (0,0) comme solution.

Un systeme linéaire homogéne n’a pas forcément que le p-uplet (0,...,0) comme solution.
Par exemple, si on considere le systeme linéaire homogene suivant

x + y =0
4 + 4y = 0

Alors (0,0) est bien sur solution mais aussi (—1,1), (3,—3)....



2.2

Proposition 2.5 — Stabilité par combinaison linéaire. Soit (SH) un systéme linéaire homo-
gene. Si (x1,...,xp) et (y1,...,y,) sont deux solutions du systeme (SH) et si A et u sont des
réels, alors (Ax; + Uyi,...,Ax, + 1y,) est aussi solution du systeme (SH).

Résolution d’un systéme linéaire avec second membre

Proposition 2.6 Soit (S) le systéme linéaire de n équations a p inconnues suivant :

ajxy + ... Faipxp = by
(S) . .

Ap1X1 + ... +appxp = by

1. Sin # p, alors

e Soit aucune solution,

e soit une infinité de solutions.
2. Sin= p, alors

e Soit aucune solution,

e soit une unique solution,

e soit une infinité de solutions.

Un systeme linéaire ne pourra par exemple jamais admettre exactement deux solutions (ni
trois...).

o Faisons une interprétation géométrique du résultat de la Proposition 2.6 dans le cas d’un
systeme de deux équations a deux inconnues. Rappelons que résoudre un systéme du type

aix + by = ¢
ax + by =

revient a chercher 1’ensemble d’intersection de deux droites dans le plan. Or deux droites
dans le plan peuvent

e s0it ne jamais se couper (droites paralleles non confondues), donc il n’a aucune inter-
section,

e soit se couper en un point (droites sécantes), donc il n’y a qu’un seul point d’intersection,
e soit se confondre (droites superposées), donc il y a une infinité de points d’intersection.

Exemple 2.7 Illustrons sur des systemes de deux équations a deux inconnues les trois possibilités
évoquées dans Proposition 2.6.
1. Considérons le systeme (S ) suivant :

x + y =3 x =
(51) {x—y=2®{y

Le systeme suivant admet une unique solution. Autrement dit, I’ensemble des solutions du
systeéme (S;) est donné par
51
272 )
2. Considérons le systeme (S ) suivant :

x + y =3 x +y =3
(Sz){2x+2y:4<:>{x—|—y:2

N —12| N

Le systeme suivant n’admet pas de solution (les deux lignes sont incompatibles). Autrement
dit, I’ensemble des solutions du systeme (S2) est vide.




3.1

3. Considérons le systeme (S3) suivant :

x + y =3 x +y =3 -
(S3){2x+2y:6 < {x—i—y=3 ® xty=3

Le systeme suivant admet une infinité de solution. Autrement dit, I’ensemble des solutions
du systeme (S3) est donné par

{(x,3—x); xeR} ou {(B3—yy);yeR}.

On peut faire I'interprétation géométrique suivante de ces résultats.

XHy=]

N—y=2 Xx+yE=3 be+y=3

00| —|

3
2

Ae+2p=4

1. Les droitesx+y=3etx—y=2se 2.Lesdroitesx+y=3et2x+2y=4 3. Lesdroitesx+y=3et2x+2y=6
coupent en un unique point. ne s’intersectent jamais. s’intersectent partout.

Définition 2.8 Lorsque le systeme linéaire est carré, ¢’est-a-dire posséde autant d’inconnues que
d’équations (n = p) et qu’il admet une unique solution, on dit que c’est un systeme de Cramer.

Exemple 2.9 Reprenons les trois systemes de I’Exemple 2.7.
e Le systeme (S)) est un systéeme de Cramer.
o Les systemes (S2) et (S3) ne sont pas des systemes de Cramer.

Résolution par algorithme du pivot de Gauss

Dans I’Exemple 2.2, nous avons résolu le systeme linéaire de deux équations a deux inconnues
grace a la méthode de substitution. Cette méthode est pratique pour les petits systemes mais devient
compliquée a mettre en place sur les systémes plus grands (par exemple de trois équations a trois
inconnues). Nous allons donc voir une méthode, donnée par [’algorithme du pivot de Gauss, qui
permet de résoudre les systemes linéaires de maniere systématique.

Résolution pour des systéemes échelonnés
Cet algorithme repose sur le fait que lorsque le systeéme est “d’une forme simple", on peut le
résoudre facilement.
Définition 3.1 Soit (S) un systéme linéaire de n équations a p inconnues, dont les coefficients
sont donnés par les réels a; j pour i = 1,...,n et j=1,...,p. On dit que le systeme (S) est
échelonné si

pour touti > j, a;;=0,

c’est-a-dire que le systeme est de la forme

ajgxy + ajpxo + aizxs + ...+ aypx, = by

aipxy + aizxz + ...+ aipx, = b

(S) aizxs + ... + aipxp, = b3
aypXp = by

En gros, un systeme est échelonné si a chaque ligne, au moins une inconnue disparait de
toutes les lignes suivantes.



2 On s’intéresse aux systemes linéaires échelonnés car ils sont simples a résoudre. En effet,

“" pour les résoudre, il suffit de remonter les équations du bas vers le haut : 1a derniére nous
donne la valeur de la dernieére inconnue, puis en injectant cette valeur dans I’avant-derniere
équation, on en déduit la valeur de I’avant derniére inconnue, et ainsi de suite.

Exemple 3.2 Résolvons le systeéme échelonné suivant.

x + y - 2z =1 x + y - 2z =1
2y + z =5 & 2y + 1 =5
z =1 z =1
x + y — 2z =1
= '\’ f— 2
z =1
x + 2 = 2x1 = 1
= y = 2
z = 1
x = 1
& y = 2
z = 1

Conclusion : Ce systeme linéaire échelonné admet donc une unique solution donnée par (1,2,1).
Autrement dit, I’ensemble des solutions de ce systeme est donné par

{(1,2,1)}.

Si le systeme admet plus d’inconnues que d’équations, certaines inconnues, dites inconnues
principales, seront exprimées en fonction des autres, dites inconnues secondaires.

Exemple 3.3 Résolvons le systéme linéaire échelonné suivant :

x +y + z + ¢t =1
S
(){ y + 2z =5

Il y a quatre inconnues pour deux équations. On choisit alors deux inconnues principales, par
exemple x et y, que I’on va exprimer en fonction des deux autres inconnues secondaires, z et ¢.

x +y +z + 1t =1
(5) <~ { y = 5-2¢
N x = —4+z—t
y = 5-2z

Conclusion : L’ensemble des solutions de ce systeme est donné par

{(~=4+z2-1,5-22,2,1); (z,1) €R?}.



3.2 Opérations élémentaires sur les lignes

L’ objectif maintenant consiste a comprendre, comment transformer n’importe quel systeme linéaire
en un systeme échelonné équivalent, pour pouvoir le résoudre facilement.

Définition 3.4 On appelle opération élémentaire sur les lignes d’un systeme linéaire 1’une des
opérations suivantes :

e intervertir les lignes i et j, opération que I’on note L; <+ L;,

e gjouter alaligne i, A fois la ligne j (j # i), notée L; <— L;+ALj,

o multiplier la ligne i par A £ 0, notée L; < AL;.

Proposition 3.5 Deux systémes sont équivalents si et seulement si on peut passer de ’'un a
I’autre par des opérations élémentaires sur les lignes.

Rappelons que deux systemes équivalents ont les mémes solutions.

3.3 Algorithme du pivot de Gauss
Expliquons cet algorithme de résolution des systémes linéaires sur des exemples.

Exemple 3.6 On souhaite résoudre le systéme suivant

2x + 3z — 2y = 1
(S) -2 4+ 2y - z = x
3x — 10y + 2z = -3

1. On commence par “ranger” le systeme : on met les inconnues a gauche, en alignant en
colonnes les mémes inconnues, et on met le second membre (tous les termes sans inconnues)

a droite.
2x — 2y 4+ 3z = 1
S < X + 2y — z = 2
3x — 10y + 2z = -3

2. On choisit un pivot dans la premiére colonne (associée a la premiere inconnue, ici x), c’est-a-
dire un terme en x, dont le coefficient est non nul, et qui va nous permettre d’éliminer tous
les autres termes en x.

Pour se simplifier la tiche, on pourra privilégier les termes +x ou —x lorsque c’est possible,
et échanger les lignes pour que celle contenant le pivot soit la premiere.

+ 2y - z = 2 Ly < Ly
S <« 2x  — 2y + 3z = 1
3x — 10y + 2z = -3

Maintenant, on utilise ce pivot pour éliminer les autres termes en x, en faisant les opérations
adéquates sur les lignes. Par exemple, pour éliminer le terme en x dans la deuxieme ligne, on
peut additionner la ligne 2 a deux fois la ligne 1.

[—x] + 2y - z = 2

) < 2y + z = 5 Ly + Ly +2L,
3x — 10y + 2z = -3
+ 2 -z =2
& 2y + z =5
— 4_)’ -z =3 Lsy + 13+ 3L

A partir de maintenant, on ne touche plus a la premiére ligne (celle contenant le pivot qui
vient de servir).



3. On recommence : on choisit un pivot dans la deuxieme colonne (associée a la deuxieme
inconnue), et on s’en sert pour éliminer les autres termes en y sauf sur la premiere ligne a
laquelle on ne touche plus.

X + 2y - z 2
) < +z =5
z 13 Lz < L3 +2L,

4. On se retrouve avec un systeme échelonné, que 1’on résout par substitution en remontant de

bas en haut.
—x + 2y - z = 2
8) < y = —4
z = 13
x = =23
& y = —4
z = 13

Conclusion : Ce systeme linéaire admet donc une unique solution donnée par (—23,—4,13).
Autrement dit, I’ensemble des solutions est donné par

{(—23,-4,13)}.

Exemple 3.7 On souhaite résoudre le systeme suivant :

x + 8 + 9z = 0
(S) x + 2y + 3z 1
4 + S5y + 6z 0

Pour cela, on utilise 1’algorithme de Gauss, comme expliqué précédemment.
1. Le systeme est déja bien “rangé”, on ne touche donc a rien.
2. On choisit un pivot dans la premiere colonne, ici le terme en +x de la deuxiéme ligne qui est
pratique pour éliminer les autres termes en x. D’abord, on met la ligne contenant le pivot en

haut pour se simplifier la tache. Puis on s’en sert pour éliminer les termes.

+ 2y + 3z = 1 Ly L
(S) & x + 8 + 9z = 0
4 4+ S5y + 6z = 0
x + 2y + 3z = 1
& — 6y — 12z = —7 L+ L, — 7L,
— 3y — 6z = —4 Lz < L3—4L,

3. On choisit un pivot dans la deuxieéme colonne, ici le terme en —6y, et I’on s’en sert pour
éliminer le terme en y en dessous.

x + 2y + 3z = 1
S) < — 12z = -7 Ly + Ly — 7L
— 3y — 6z = —4 L3+ Lz —4L,
x 4+ 2y + 3z = 1
& - 6y — 12z = -7
0 = -1 Ly« Ly— 11,

Conclusion : Ce systeme linéaire n’admet pas de solution.



Exemple 3.8 On souhaite résoudre le systeme suivant grice a I’algorithme de Gauss,

+ 2b + 3¢ = 1 a + 2b + 3¢ = 1
(S) § 7a + 8 + 9% = -1 & — 12c = -8 Ly + Ly —7L;
4a + 5b + 6¢ = 0 — 3 — 6c = -4 Lz <+ Ly —4L,
a + 2b + 3¢ = 1
& — 6b — 12¢ = -8
0 = 0 L}%Lg—%Lz

Ici, la derniere ligne ne contient aucun pivot en ¢ et n’apporte aucune information, on peut 1’oublier.

(S) &

a + 2b + 3¢ = 1
— 6b — 12¢ = -8

On est alors dans une situation ou ’on a plus d’inconnues (ici, 3, donnée par a,b et c) que
d’équations (ici 2). Pour finir, la résolution de ce systéme, on exprime les deux variables pivots a et
b en fonction de ¢, qui est considérée comme une variable quelconque.

a + 2b + 3¢ = 1
(5) < { b = —2c+%
N a = cf%
b = —2c+3

Conclusion : Ce systeme admet une infinité de solutions, données par

5 4
pour tout ¢ € R, <c—3,—2c+3,c>.



