Mathématiques - ECG1 DS 0 (Correction)

DS 0 (Correction)

Vendredi 12 septembre, 13h30 - 14h30

Exercice 1 - Résoudre sur R I’équation 2x — 1 = 0 de maniere graphique.

Résoudre I’équation 2x — 1 = 0 revient graphiquement a trouver 1’abscisse du
point d’intersection entre la droite d’équation y = 2x — 1 et I’axe des abscisses.

Graphiquement, on trouve que 1’équation 2x — 1 = 0 admet une ‘ unique solution

donnée par
Résoudre sur R 1’équation 4x + 7 = 0 (de maniére calculatoire).

Raisonnons par équivalence pour résoudre 1’équation 4x+7 = 0. Soit x € R. On a

dx+7=0 = dx = -7

- 3 7
¥=-3

Donc I’équation 4x + 7 = 0 admet une | unique solution | donnée par | —

B RN

Résoudre sur R I’équation 26" = Tx+6=0.

; . 2 p . ; c
L’équation 2x™ — 7x + 6 = 0 est une équation de second degré. Pour la résoudre,
on commence par calculer son discriminant qui est donné par

A=(=7)"—4x2x(6)=49-48 =1
Comme A > 0, I’équation admet deux solutions réelles données par

7+V1 _ T+1 TV _T7-1_

2x2 4 2x2 4

Donc, finalement, 1’équation 2% — 2x — 4 = 0 admet réelles don-
nées par

Soit x € R. Développer et réduire les expressions suivantes.

X = 2 et Xy =

a) A= (2x+3)(x—2)—2x(x+1)
b) B=(x+2)" - (2x—3)

) C=(2x—1)(x+1)(x-2)
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Soit x € R. On a,

(A]= (2x+3)(x—2) = 2x(x + 1)

=2x2—4x+3x—6—2x2—2x

Et aussi
[B]= (x+2)" - (2x-3)°
=X +4x+4— (4 — 12x+9)
]
Et enfin,

Cl=(@2x=1)x+1)(x-2)
=2 +x- 1D (x-2)

=2x° —3x% —3x+2

Soit x € R. Factoriser les expressions suivantes par la quantité indiquée.

a) A =x’—d4x+4 a factoriser par x —2
b) B=2x—-10+ (x—5)2 a factoriser par x — 5

) C=x"—1+ (x=3)(x+1) afactoriser par x+ 1
Soit x € R. On a,

[A]l=x"—4x+4

= (x-2)°
Et
=2x— 10+ (2x—5)
=2(x=5)+(2x-5)*
= (2x—=5)(2+2x-5)
= (2x-5)(2x-3)|
Et enfin,

(Cl=x" -1+ (x=3)(x+1)
=(x=-1)x+1D)+(x=-3)(x+1)

= (x+1)(2x-4)]
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Calculer les fractions suivantes.

Et aussi,
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Donner I’expression la plus simple des expressions suivantes (sous forme d’une seule fraction)
en précisant pour chacune les valeurs de x autorisées.

3
a)A:§+

3
2x+1

x+5

b) B =

3x—1

1

3

S5x—3

a) La quantité A est définie pour des x € R tels que 2x + 1 # 0, c’est-a-dire pour
tout x € R\{~3}. Soitx € R\{~1}. Ona,

3 3
REITS
3% (2x+1)+2x3
B 2(2x+1)

_ 6x+9
T dx+2
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b) La quantité B est définie pour des x € R tels que 3x—1#0et 5Sx—3 # 0,
¢’est-a-dire pour tout x € }R\{%, %} Soit x € ]R{\{%./ g} On a,
x+5 3
Bl= 5153
_ (x+5)(5x-3)-3(3x—1)
B (3x—1)(5x—3)

_ 50+ 13x-12
15x°—14x+3

8. Résoudre sur R I’équation X ‘_2x?-3=0.

Raisonnons par analyse-syntheése.

* Analyse. Soit X € R une solution de 1’équation X *_2X* -3 =0. Posons
x = X". Alors x € R est solution de I’équation X =2x=3=0. qui est une
équation du second degré. cette équation admet exactement deux solutions
données par 3 et —1. Donc

soitx =3 soit x=-1
En revenant a la variable initiale, on obtient
) .
soit X™ =3 soit X =-1

L’équation X - 3 admet deux solutions données par X = V3et X = —/3.
L’équation X = quant a elle n’admet aucune solution. Donc finalement,

on obtient,
soit X = V3 soit X=-3

« Syntheése. Vérifions que X = v/3 et X = —/3 sont bien des solutions de
I’équation X* —2X* =3 =0. Ona,
(V3) 2% (V3)*=3=9-6-3=0
(-V3) ' —2x(-V3)*=3=9-6-3=0

Donc X = v/3 et X = —+/3 sont bien des solutions de I’équation X t_oxt-3=
0.

* Conclusion. L’équation X *_2x% -3 = 0 admet exactement

données par | V3 et —/3.

Exercice 2 - - Soit x € R.

f(x)=0=x=1oux=-3
£(x) <0 e x €] - 00,~2[U]1, +o]
f(x)z22e=xe[-1,0]

Comme le polyndme P
- est de degré 2
- admet 1 et -2 comme racines (d’apres le graphique) il est de la forme

VxeR, P(x)=alx—1)(x+2)

ou a est son coeff dominant (réel) a déterminer. or d’apres le graphique,

4
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P(0)=2
Donc a € R doit nécessairement vérifier
ax(0-1)(0+2)=2
ie a=-1.

Finalement, le polynéme P est donné par

VxeR,P(x)=—-(x—1)(x+2)

Avec la forme factorisée on retrouve:
f(x)=0=x=1loux=-2

Puis,

f(x)<0e= —(x—1)(x+2) <0

X -0 =2 1 400

1 _ _ _

x+2 - 0 + +

=1 - 0 =+
f(x)==-(x+2)(x-1)| - 0O + 0 -

On retrouve donc, f(x) <0< x €] —o00,-2[U]l,+00[
Résolution de f(x) =2

2
X +x+2=2

On simplifie :

2
—x +x=0

Le membre de gauche de I’inégalité correspond a un polyndme du second degré dont les racines
sont 0 et -1 avec pour coefficient dominant —1

Ce polyndme est du signe du coefficient dominant sauf entre les racines. donc:
f(x)=z2e=xe[-1,0]

Exercice 3 - 1. Soit (r,s) € R? solution de
r+s=-4
rxs=-—12

Alors r et s sont les racines du polyndme suivant:

P(x) :xz—(r+s)x+r><s
pour tout x € R, 5
=x +4x-12

Comme P est un polyndome du second degré, pour trouver les racines, on peut étudier le discriminant:
~onaA=4"—4x1x(-12) =64
- comme A > 0, le polyndme P admet deux racines réelles données par:

—4+\/@_—4+8_2 —4-\64 —4-8
2 2 ¢ 2 T2
Donc I’ensemble des solutions est donné par:

= -6

S= {(27_6)7 (_672)}
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Exercice 4 - On considere le polyndme P donné par: pour tout x € R, P(x) = 260 — 14x + 12
1. Comme P est de degré 3, il peut admettre au plus trois racines distinctes.
2.0na:
P(1)=3x1"-1-2=0
donc 1 est une racine de P.
3. On cherche un polyndme Q tel que pour tout x € R, P(x) = (x—1)Q(x)
- Alors nécessairement, Q et un polyndme de degré 2 donc on peut le chercher sous la forme pour
tout x € R, 0(x) = ax” + bx + c avec (a,b,c) € R” a déterminer.
-Soitx€R. Ona
2
(x-1)0(x) =(x—1) (ax +bx+c)
=ax’ +bx’ +cex—ax’ —bx—c
= ax’ + (b—a)x2+ (c=b)x—c

Donc, pour tout x € R,
P(x) = (x=1)0(x)
si et seulement si a, b, ¢ sont solutions de

a =

—-a+b = - a ;
—-b+c =-14 _12
—c =12 B

Donc pour tout x € R,

0(x) = 22" +2x— 12

4. D’apres la Question 2, on a

pour tout x € R, P(x) = (x—1)Q(x) = (x— 1) x (2+° + 2x - 12)

Donc il reste seulement a regarder les racines de Q. Comme Q et un polyndme du second degré,
pour trouver les racines, on peut étudier le discriminant:
~onaA=2"—4x2x-12=4+96=100

- comme A > 0, le polyndéme Q n' admet deux racines réelles.

_—=2+100  -2+10
M=Tx2 T 4
Donc P admet 3 racines réelles: 1, 2 et -3
4. On utilise la forme factorisée de P pour dresser son tableau de signe.

-2-v100  -2-10 _

2x2 4 -3

=2 et Xy =

pour tout x € R, P(x) =2(x—1)(x=2)(x+3)
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X —00 -3 1 2 +00
x—1 - - 0 +

x=2 - - - 0 +

x+3 - 0 + + +

P(x) - 0 + 0 - 0 +

Donc P(x) = 0sur [—3;1]U[2;+00[



