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TD 09 - LIMITE D’UNE SUITE

Exercice 1 - Limites de référence et opérations (sans Fl). Etudier les limites des suites suivantes.

DVYneN, u,=n’+2n—9 6)VneN* u,=n3+n’+6+e"
1
DV EN, wy=—1+ 5~ 1 7V > 2, uy = 2y
3)VneN, un:ﬁ )VneN, u, =—n>—3n>—2n+1
_~n | _ 3 — _
HVn>=2,u,=2 ( l—i—\/ln(T)) NVneN, u,=+/n—1
_ 3+(3) oo H(E3)
5)Vn227un—mz% 1O)Vn€N,u,,—eT+niz—

Exercice 2 - Limites de référence et opérations (avec Fl). Etudier les limites des suites (tn ) n>2 suiv-
antes.

DVneN, uy = 251 5)vn €N, w, = G
2)Vn e N*, up = > 6)Vn € N, u, — ()
s 0 y “Yn — n3/2
3)Vne N*, u, = 1nn(2n) +n? (%)n—i—é DVneEN, u, =vVn?2+2—n
4)vneN*,un=% 8)¥neN, u, = 420 (1<b<a)
Exercice 3 - Soit (u,)sen la suite réelle définie par
1
up =0 et pour toutn € N, 1, = Un ¥ )
3—u,

1. Montrer, par récurrence, que pour tout n € N*, 0 < u,, < 1.
2. Pour tout n € N, on pose v, = =
(a) Expliquer pourquoi la suite (v,),en est bien définie.
(b) Si la suite (u,)aen converge vers £ € R, au vu de la Question 1, que doit vérifier la limite ¢ ?
(c) Montrer que la suite (v,)en est une suite arithmétique.
(d) En déduire I’expression explicite de la suite (v;)nen-
(e) En déduire I’expression explicite de la suite (#,)nen-
(f) En déduire la convergence de la suite (u,),en. Est-ce cohérent avec le résultat de la Question
2(b) ?

Exercice 4 - Soit (uy,)sen la suite définie par

1
uy=—2 et Vn e N, upi :iun+3.

Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u, < 6.

Montrer que cette suite est croissante.

En déduire que la suite (u,),cn admet une limite finie.

Déterminer la valeur de cette limite.

5. Déterminer le terme général de la suite. Retrouver le résultat de la question précédente.

N

Exercice 5 - Soit (uy,)sen la suite définie par

2 1
=z et Vn e N* u,y ) = gun—|—25.

En reprenant la méthode de 1’exercice précédent, démontrer de deux manieres différentes que la suite (u,)nen
converge vers un réel a déterminer.
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Exercice 6 — Soit (u,)nen la suite réelle définie par

up =1 et pour toutn € N, u,41 = u,,—l—ui.

Montrer que la suite (u,),eN est croissante.

En déduire qu’il existe seulement que deux comportements possibles pour la convergence de la suite.

Montrer que pour toutn € N, u,, > 1.

Montrer que si la suite (u,),en converge vers un certain £ € R, alors nécessairement £ = 0. (On pourra

utiliser la relation de récurrence de la suite.)

5. A I’aide des deux questions précédentes, en déduire que la suite (u,),cn Ne peut pas converger vers
un certain £ € R.

6. Conclure quant a la convergence de la suite (i, )nen-

-

Exercice 7 - Théoréme d’encadrement. Soit (u,),> la suite définie par

n

e

Vn>2, U, = —

n!
1. Démontrer que,

Vn>?2, Uy < — Uy
2. En déduire que,
e\n—2
Vn>2, 0<u, < (5) uy.

3. En déduire que la suite (u,),>, converge vers 0.

Exercice 8 - Théoréme d’encadrement. Soit (u,),en+ 1a suite définie par

vn e N, un:%(LxJ+L2xJ+-~+LnxJ)

On rappelle que, pour tout x € R, la partie entiere de x, notée | x|, est I'unique entier vérifiant
x—1<|x] <x
1. Démontrer que,
Vn € N*, x(14+2+-+n)—n< x|+ [2x]+-+ [mx] <x(1424+---+n)
2. En déduire que,
xn(n+1) 1 xn(n+1)

Vn e N* ———F——<u, <
y 2 X Un x 12

3. En déduire que la suite (u,),en+ converge vers un réel a déterminer.

S

Exercice 9 - Encadrement avec la valeur absolue. Montrer que les deux suites (i, )nen* €t (Vi) nens
convergent vers 0 ot

(=D"(1+n)

—1)"+2
& et VneN* v, = 5

n n

Vn e N*, u, =

Exercice 10 - Suites adjacentes. Démontrer que les suites (u,),en €t (vi)nen données ci-dessous forment
des couples de suites adjacentes. En déduire que les deux suites sont convergentes.
1. Pour tout n € N*,

w1 B 1
Mn—kglkfz et Vn—un‘i’g
2. Pour tout n € N*,
z": 1 %1
Uy = et Vyp = —_
o1 k4n i k
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Exercices supplémentaires

Exercice 11 - Considérons la suite (S, ),en+ définie par,

1
Vn € N*, S,=) —.
1. Démontrer que,
1
Vk € N*, — > 2(Vk+1—k).

2. En déduire que la suite (S,),en+ diverge vers +oo.

Exercice 12 - Limite et suite récurrente. Soit (u,).en la suite réelle définie par

1
up =0 et pour toutn € N, w1 = u, + 6(3}1—1—2)

—_—

Etudier la monotonie de la suite (tn)nen-
2. Etudier la convergence de la suite (u,),eN-

3. Calculer la somme suivante .

Y (1 — i)
k=0

4. En déduire I’expression explicite de la suite (uy),eN-

5. Retrouver le résultat de la question 2.

Exercice 13 - Limite et suite récurrente. Soit (u,),en la suite réelle définie par

n
pourtoutn € N, u, =[](1 +e7)
k=0

1. Calculer ug,uy,u; et us.
2. Montrons que, pour tout n € N, u,, > 0.
3. On pose, pour tout n € N, v, = In(uy,).
(a) Expliquer pourquoi la suite (v, ),en est bien définie.

(b) Montrer que, pour tout 7 € N, e

In(u,) <

e—1
(On pourra utiliser que, pour tout x > 0, In(1+x) < 0.)
(c) En déduire que la suite (u,),en est majorée.
4. Montrer que la suite (u,)nen €St croissante.
5. Montrer que la suite (u,),eN est convergente.

Exercice 14 — Soit (uy)nen la suite réelle définie par
n
1

ourtoutn € N, u, =
p . k;nJrk

Calculer ug,uy,uy et us.

. Déterminer, pour tout n € N, une expression explicite (sans symbole somme) de u,| — u, a I’aide
d’un changement d’indice.

Montrer que la suite (u,),eN est croissante.

4. Montrer que la suite (u,)nen est convergente.

N =

et



