
Mathématiques – ECG1 TD ?? – Limite d’une suite

TD ?? – LIMITE D’UNE SUITE

Exercice 1 – Limites de référence et opérations (sans FI). Étudier les limites des suites suivantes.

1) 8n 2 N, un = n
3 +2n�9 6) 8n 2 N⇤, un = n

�3 +n
5 +6+ e

�n

2) 8n 2 N⇤, un =�1+ 1

n3
� 6

n
7) 8n > 2, un =

2+ 1

lnn

�1+ 1

n

3) 8n 2 N, un =
1

3�e2n
8) 8n 2 N, un =�n

3 �3n
2 �2n+1

4) 8n > 2, un = 2
n

✓
�1+ 3p

ln(n)

◆
9) 8n 2 N, un =

p
n�1

5) 8n > 2, un =
3+( 1

2 )
n

(lnn)2⇥5n
10) 8n 2 N⇤, un =

�1+(� 1

3 )
n

e�n+ 1

n2

1

o

ꋹ

lim Un = + 2
6
·

lim un = +0 (0+0 +0+0)
M++ d

M +1 +0

2. lim un= -1(- 1 + 0+0 7 .
lim un = -2)=

m+ + 0 m++0

3. lim un = 0) = 3) 8
·

lim un = -a

m++d n++a

4. lim Un = -a)= +0)-1+0)) 9. Lim un = +c

m+ +0
m+ + 0

5. lim un = 0 = (3) 10 ↑

lim un =- (=)
n++0

n++0
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Exercice 2 – Limites de référence et opérations (avec FI). Étudier les limites des suites (un)n>2 suiv-

antes.

1) 8n 2 N, un =
2n+1

1�4n
5) 8n 2 N⇤, un =

n+(�1)n

2+e�n ln(n)

2) 8n 2 N⇤, un =
3

n

n2
6) 8n 2 N⇤, un =

(lnn)2

n3/2

3) 8n 2 N⇤, un =
ln(n)

n2
+n

2
�

1

2

�n
+6 7) 8n 2 N, un =

p
n2 +2�n

4) 8n 2 N⇤, un =
ln(3n)p

n
8) 8n 2 N, un =

a
n�b

n

an+bn (1 < b < a)

2

o

·
Soit me IN. Donc lim Un= (=-
Un =Cma a

m++0

FI

C Soit me IN. Donc lim Un =+ 00 ( " gagne
sur n

2")
Un = 3

m++0

FI

3 Soit me IN. Donc lim Un = 6

lim Incro etlimn 0
m++0

m+a

FI pour le 19 terme

Ox pour le fième terme

↳ Soit me IN. sonc lim un = 0 ("in gagne sur Inn")
m++0

In3 enn
Un =

int v
FI

5) Soit me IN. sonc lim Un = + g

lim n+ (1=+a et liméen(n)=0
m++0

m +0 M+0

FIOxx au dénominateur

6 Soitme IN. sonc lim Un = ("n gagne sur (Inn)")
Un =

Anna m++0

n312
FI

7) Soit me IN. sonc lim Un =

Un = (m+2-m)vn+2 + m m++0

No+2+n
FI tO-D

n2+ 2- m2
&

=

un+2+m

2
=

Nn2+ 2 + m

8) Soit me Ini .
sonc lim Un = 1 = 28)

anx(1- (E(m) 1 - (1m m++0

Un =

anx(1 + (f)m)
=

1 + (Em
FI % (et +o- or au num)
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Exercice 3 – Soit (un)n2N la suite réelle définie par

u0 = 0 et pour tout n 2 N, un+1 =
un +1

3�un

.

1. Montrer, par récurrence, que pour tout n 2 N⇤
, 0 < un < 1.

2. Pour tout n 2 N, on pose vn =
1

un�1
.

(a) Expliquer pourquoi la suite (vn)n2N est bien définie.

(b) Si la suite (un)n2N converge vers ` 2 R, au vu de la Question 1, que doit vérifier la limite ` ?

(c) Montrer que la suite (vn)n2N est une suite arithmétique.

(d) En déduire l’expression explicite de la suite (vn)n2N.

(e) En déduire l’expression explicite de la suite (un)n2N.

(f) En déduire la convergence de la suite (un)n2N. Est-ce cohérent avec le résultat de la Question

2(b) ?

3

&

Pour ne IN*, notons P(m) : "Oun"
c) Soit mEIN. On a

·. alisation: Mque P(1) est raie ,
c'est-à-dire que >U,

1.
1 1

-

On a U1 =40t1 Vn+ 1
- Un =

Un+1-1 Um-1

1 1

Ronc Un= J0,
15 I

Un+1 Un-1
3-un

-
1

Monc &(1) vraie.
3- Um 1

I

· .
Hérédité : Soit n EIN* Un+1 - (3-Um)

-

Un-1

~

on suppose que $(n) est vraie
,

car-d que 0 <Un < 1. 3- Un 1
=
-

2+ 21m Un-1
Montrons que P(n+1) est vraie

,
c-à-d que 0 Un+11.

=
3-Um

.

-2

On sait que Un+ 1 = Un+. -Un- 1]
A

Or /Un <1 donc *

par hyp de rec
I

1 - Un

1 Un + 1 < 2 2(un-1)

et 2/3-un[3

donc un car la fonction inverse
=- 2

donc 1x1 <Un
est décroissante sur IR Donc (vn)n est une suite arithmétique de raison-E

a) Done
, pour tout ne IN,

ca-d -Un+141
Un = Vo-

donc 0 < Un+- < 1 == 1 -

M

2

Done P(n+1) est raie. n+2
=
-

2

·. Conclusion : Par principe de récurrence,
inter

pour tout ne IN* 0 < Un < 1. e) Soit me IN
.

On a

Un = vn +1

2. a) D'après la question 1
,
on a

pour tout ne IN*, Un#1
=-

2
+ 1

et on a aussi No + 1
.

Donc, pour
tout n-IN, Un existe

b) Comme pour tout ne INS
,

0 < Un/1 f) Donc la Suite (un/n cr et

si (Un/n converge vers le IR alors
lim Un = 1
n+ +0

0 & 1
.

I
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Exercice 4 – Soit (un)n2N la suite définie par

u0 =�2 et 8n 2 N, un+1 =
1

2
un +3.

1. Montrer par récurrence que, pour tout n 2 N, un 6 6.

2. Montrer que cette suite est croissante.

3. En déduire que la suite (un)n2N admet une limite finie.

4. Déterminer la valeur de cette limite.

5. Déterminer le terme général de la suite. Retrouver le résultat de la question précédente.

4

⑲

1 .
Récurrence (...(

2. Soit me IN
.

On a :

Un+1
- Un = Tun + 3 - Un

=- Un + 3) en utilisant

-Ex6 + 3
la question I

38

Ronc la suite est croissante.

3 .
Tacuite (un/n est :

* majorée (par 6)
a croissante

Mone par
théorème de la limite monotone,

lacuite (unIn admet une limite finie

que l'on note 2.

4 . D'après l'énoncé,
Fn-IN

, Unte = -Un + 3

Monc en passant à la limite
,

on obtient

l = 11+ 3

c-a- d Al = 3

c-a- d l = 6
.

Donc la suite (Un)n or vers 6.

5. Lawite (un/n est arithmético-géométrique.
En déroulant la méthode

,
on obtient.

UNEN
,

Mm =
- 8 (2) + 6

Donc la suite (Un/n or vers 6 car

lim (2 =
0 car -11

MI+ -



Mathématiques – ECG1 TD ?? – Limite d’une suite

Exercice 5 – Soit (un)n2N la suite définie par

u1 =
2

5
et 8n 2 N⇤, un+1 =

1

5
un +25.

En reprenant la méthode de l’exercice précédent, démontrer de deux manières différentes que la suite (un)n2N

converge vers un réel à déterminer.

5

log
↑
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Exercice 6 – Soit (un)n2N la suite réelle définie par

u0 = 1 et pour tout n 2 N, un+1 = un +u
4

n
.

1. Montrer que la suite (un)n2N est croissante.

2. En déduire qu’il existe seulement que deux comportements possibles pour la convergence de la suite.

3. Montrer que pour tout n 2 N, un > 1.

4. Montrer que si la suite (un)n2N converge vers un certain ` 2 R, alors nécessairement `= 0. (On pourra

utiliser la relation de récurrence de la suite.)

5. À l’aide des deux questions précédentes, en déduire que la suite (un)n2N ne peut pas converger vers

un certain ` 2 R.

6. Conclure quant à la convergence de la suite (un)n2N.

6

⑲

Soit n IN. On a :

Un+1
- Un = Un 0

Donc la suite (Un)n est croissante.

2. Comme la suite (Un/n est croissante,

· soit (un/m est majoré et la suite converge vers un nombre réel I

· soit la suite diverge vers + co.

3. Pour ne IN
,

Notons P(m) : "UnL,
1"

·. Initialisation: Mque P/O) est raie, ,
c'est-à-dire que No7,1

me

On aUs, I

Monc 4101 vraie
.

· .
Hérédité : Soit n EIN .

~

on suppose que P/n) est vraie
,

ca-d que Un,
1

Montrons que P(n+1) est vraie
,

c-à-d que Un+-,
2

On a Un+1
= Un +un

Or Un,
1 par hyp de recurrence

donc Un", 1 car non" croissante sur IR
+

donc Un+Un", 2

donc Un+14, 23, 1.

Donc P(n+1) est vaie.

·. Conclusion : Par principe de récurrence,
inter

pour tout ne IN
,

Un,
1.

↳ .
Si la suite (un/n converge vers un certain LEIR,

comme pour tout n EIN
, Unt = UntUm

en passant à la limite, on obtiendrait l= l+1" et donc 1= 0.

5. Si la suite (Un/n converge vers un certain LEIR,

· d'après la question 4 ,
nécessairement 1= 0

· d'après la question 3 , pour
tout neIN

,
Un, 1 et donc en passant

à la limite
,
17,

1

Ceci est contradictoire. Donc (Un/n ne peut pas converger vers un CEIR.

6. En utilisant les questions 2 et 5
,

on obtient que nécessairement, la suite (un)n

diverge vers+oo.
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Exercice 7 – Théorème d’encadrement. Soit (un)n>2 la suite définie par

8n > 2, un =
e

n

n!

1. Démontrer que,

8n 2 N, un+1 6
e

3
un.

2. En déduire que,

8n 2 N, 0 6 un 6
⇣

e

3

⌘
n�2

u2.

3. En déduire que la suite (un)n>2 converge vers 0.

7

o

et

N

-

11. Soit 132 .
On a: 3. D'après la question &,

n+1

Un+ 1
=

b Eas, s
,

04 amalgame
(n+1) !

M Or. La suite (0)m
,2

cr vers O

l e
I

n+1
X

n ! .
la suite ((u2) or verse

car suite géométrique de raison

I

e
XUn -1 < = - > 1(ez2 .7)

n+1

Monc par théorème d'encadrement,
Or n > 2

la suite (un/n admet une limite

donc n +13,
3

car n+ est décroissante sur 10%[ finie qui vaut 0.

donc
1 - 3

n+1

e
donc

n +1
< C car eso

Finalement,
Vm>, 2,

Un Un

2
.

Par définition de la site, on a déjà
FM, 2,

Un=
Démontrons par

récurrence que
n-2

En >,2
,
Plu) : "Un < (5) no"

· Initialisation : On a

lege U =x=2

Ronc P(2) est vraie.

·o Hérédité :

On suppose P(n) vraie pour un certain n.2,

ca-d Una na

On veut que P(n+ 1) est vraie

cad Une Ma

On a

Unte 3 Un d'après la g 1

Exe Na par hyp de ce

Je
ne

le (ar nuna
+1)

Donc P(n+1) est vraie.

·.
Conclusion (...)
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Exercice 8 – Théorème d’encadrement. Soit (un)n2N⇤ la suite définie par

8n 2 N⇤, un =
1

n2
(bxc+ b2xc+ · · ·+ bnxc)

On rappelle que, pour tout x 2 R, la partie entière de x, notée bxc, est l’unique entier vérifiant

x�1 < bxc6 x

1. Démontrer que,

8n 2 N⇤, x(1+2+ · · ·+n)�n 6 bxc+ b2xc+ · · ·+ bnxc6 x(1+2+ · · ·+n)

2. En déduire que,

8n 2 N⇤,
xn(n+1)

2n2
� 1

n
6 un 6

xn(n+1)

2n2

3. En déduire que la suite (un)n2N⇤ converge vers un réel à déterminer.

8

o

1
*

Soient -R et meIN *. On a

La
u- 1 < (x) - U

2x - 1 < (2n) < 2x

3x -1 < (3x) < 30

(osa)

mx-1 - Landes

Ronc en sommant toutes as inégalités,
on obtient

↓ (a) + 12ust ...+ Lun) &rt2n+ + no

x+2x+ + Ma-1 ...

- L -

-
= n(1 + 2 +...+ m)

= x(1+2+...+ n) - n n(n+ 1)
=N

= N
n(n+ 1)

- n
2

2

Monc Une Int, xn(n+ 1)

(un(k)-n) <Und and

c-a-d fm - IN*,

mX(1 +m) - 2 - Un < (1+2)

Or les deux suites (+ - )mes et(e(1 +z))new
converge vers

.
Donc par théorème d'encadrement

,
la

suite (Un)neine admet une limite finie qui vaut
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Exercice 9 – Encadrement avec la valeur absolue. Montrer que les deux suites (un)n2N⇤ et (vn)n2N⇤

convergent vers 0 où

8n 2 N⇤, un =
(�1)n +2

n
et 8n 2 N⇤, vn =

(�1)n(1+n)

n2

9

Og

· Soit ne INP. On a:

1Un1 =

1(- 1(n + 2)

In/
car n)0

(C-1(n + 2) V

=

n

11-11"It 121 2 par inégalité
&[

N
*

triangulaire
1 +2

&
e

3
S n

Rone Fre,
lun

Or lawite (i)news
or vers 0.

Ronc par encadrement ,

la Suite (un(new or verso.

· Soit -INB On a :
&

1 Unl =

16114a leful

Ima

(1+n)
=

na

111+ In/
X

na

[ 1 + n

n2
1

= netm
1

t
Rone Fre,

Ins re n

Or lacite (2+)mein or vels 0.

Ronc par encadrement ,

la Suite (un(new or verso.
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Exercice 10 – Suites adjacentes. Démontrer que les suites (un)n2N et (vn)n2N données ci-dessous forment

des couples de suites adjacentes. En déduire que les deux suites sont convergentes.

1. Pour tout n 2 N⇤
,

un =
n

Â
k=1

1

k2
et vn = un +

1

n

2. Pour tout n 2 N⇤
,

un =
n

Â
k=1

1

k+n
et vn =

2n

Â
k=n

1

k

10

o

amitunestconta,e

Ala suite (Vn/n est décroissante car n - (n+1)

pour
tout ne IN

,
Onts-Vm= Un +ni-(n+n) = (21)2 + m1 - m = min(2 +

m(n+1

1 m- (n+1) -

=
(n+1)2

- min+1)
=

n(n+1) = -

n(n+1)2

*La suite (Un-Un)n e vers o car

-

pour
tout NEI ,

Un-Un = nus

Donc les deux suites sont adjacentes
donc les deuxwiteso (vers une même limite)

2.Ala site (Un/n est croissantecare n

- M Z
pour

tout ne IN
, Unte-men kn

n+2

s changement d'indice
=n -

M=1k+m j= km dans la fer comme

1 1
-= enta'an+1- n+1

A 1
-=

2n+ 1 2n+2

2n+2- (2n+ 1)
=

(2n+1)(2n+2)

1
=

(2n+1)(2n+2)0

* la suite (Vn/n est décroissante car 2n
2n+2

pour
tout ne IN

, Un+-Vm
1 1 1

I

2n+2
+

2n+1
-

m

(2n+1)n+ (2n+2(n - (2n+1)(2n+2)
I

(2n+2)(2n+1)m

2n2+ n+ 2n2+ 2n- 4n- yn-2n - 2
=

(2n+2)(2n+1)n

- 3n- 2
=

(2n+2)(2n+1)n

↓ O

LaSuite -Ven vers et
k=nk

-

k=1k+n

2u 2n

21 - Z A chat d'indice joktn=

R=nR R=n+ R

= - 0

Donc les deux suites sont adjacentes
donc les deuxwiteso (vers une même limite)

- zu

M



Mathématiques – ECG1 TD ?? – Limite d’une suite

Exercice 11 – Considérons la suite (Sn)n2N⇤ définie par,

8n 2 N⇤, Sn =
n

Â
k=1

1p
k
.

1. Démontrer que,

8k 2 N⇤,
p

k > 2(
p

k+1�
p

k).

2. En déduire que la suite (Sn)n2N⇤ diverge vers +•.

11

o

r

1. Soit Re IN! On a :

2) -ve) = 2( -Tr)( +v)

#1 + FR

= 2 (1) - (R)
#1 + P

k+ 1 - 1
= 2

VR1 + FR

2
F

NR+1 + FR

or R+1 R

doncF ar no est croissante au To , +
o [

donc + L

1 1 ave
- est décroissante sur Jo i + o [

donc & car
su

+No 2

Finalement,

2) -R) =

2

NR+1 + FR

- 1
su

P

2 . D'après la question précédente,

FREINt
,

2(vis-va)
E

Done en commant,
on obtient
M

Frent,
en reconnaissantc-a- d

Freit ,
Sn, 2 (Nn+ -1)

une somme telescopique
à droite

Or lacuite (1-1)n diverge vers +a
S

Donc par minoration ,
la Suite (Sn) diverge verso.


