
Exercice 1

1... en résout l'équation f(x) = 4 d'inconnue xEIR.

Soit nE IR. On a

f(x) = 4()
3n+ 4

= 4
2+ 1

E) 3x+ 4 = 4(x+ 1)

E 442-3x = 0

( x(4n-3) = 0

Eu= 0 on Gx-3 = 0

( n = 0oux = -
Donc l'ensemble des antécédents de 4 par f est donné par

40 , i
Vérification: f(0)=

3x +4 4f(i) =

Fi+ 1

·. en résout l'équation f(x) = -1 d'inconnue xEIR.

Soit nE IR. On a

3n+ 4
f(x) =-1()

2+ 1
=-1

() 3x+ 4 = - (n+ 1)

()n2+ 3n+ 5 = 0

1 = (312- 4x1x 3 = 9.20--11(0

Monc l'équation + 3x+ 5 = 0 n'admet de solution.

Donc -1 n'admet pas d'antécédent par J.

C.
On résout l'équation g(n,y,

z) = (1 , 2) d'inconnue (x,y,z) -IR?.

Soit (n,y,z) -> IR ·
On a

g(a,y ,
z) = (1, 2) ( (2n+y + z

,
n+ 2y - z)= (1 ,

2)

(((x+y + z = 1

x + 2y -z = 2
-

((x
+ Cy - z = 2(x)a

2x + y + z = 1

) /n
+ 2y - z = 2 deux équations pour trois inconnues :

- Sy + 37 = -3
on exprime et y en fet de z (paren)

((x
+ 2y - z = 2

y = z + 1

() La
Donc l'ensemble des antécédents de (1,

2) par g est donné par

((- z
,
z+1

,z)/zEIR]



Exercice2

1
.

On a :
On a :

IR 8 IR 8
, IR IR 8 IRE, IR

-
-

gof Gog

Done gof : IR-IR est bien définie
Done Jog : IR-IR est bien définie

et pour tout nEIR,
et pour tout nEIR,

(gof)(n) = g)f(x)) (809)(x) = f(g(x)

= g(3x+ 1) = f( - 2x+ 6)

=- 2(3x+ 1)+ 6 = 3)- 2x+ 63+1

== 6x+ 4
== 6x + 19

2
.

On a fogtgof car par exemple , (fog)(0)= 19 alors que (gof) (0) = 4 ·

3. y= f(x)

- 3.
y=g(n) ny

-

--

:
>

I

&

11

- FnEir ,fa ·i -

·..... p > U

- 1

·

Donc f(T-3
,
17) = J- 8

, 47 Donc &(1 ,
177 = [4

, 07

--



Exercice 3
-

.
Comme pour tout neIR

,
e

,
on a 1+ e,10 donc f est bien définie sur IR.

De plus, y est une fonction affine donc est bien définie sur IR.

· On a

IR 8 IR 8 IR

Jog
Mone f o g est bien définie sur IR.

But : Montrons que f-fog = idp ,
c-a-d

nu

que pour toutxEIR,
on a

f(x) - (fog)(x) = x.

Soit nEIR.

On a :

f(x) - (fog)(x) = (n(1+e) - f) -x)

= en(1+ex) - en(1+ex)

= (n)e(é+1)) - en(1 +ex)

=
(n(en) + (n(e + 1) - In(1+ex)

- H .



Exercic 4
IR > IR

3n+ 4Soit f :
x1 >

n+ 1

La fonction f est définie et dérivable sur IR comme quotient de

fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s'annule pas (FNE,
n+1+0).

Et sa dérivée vaut :

3(x+ 1) - (3x+4) +2x
VnE IR

, f'(n) =

(x2+ 1)2

- 3x - 8x + 3
I

(x2 + 1)2

- D - 3 = ↓
Résolution de

- 342- 8x+3 - · + + - 3n-8x+ 3 = 0

↳ A = 10030

donc 2 racines réelles
(x2+ 1)2 t + t

↳M =
et ne= -3

f'(n) - · t · -

Limite en + a

O -
Vento

, f(x)=

113+ )
=

3t

f
= (1+ 32) 1+

Monc limf=o

-E -

O

On en déduit l'allure de la courbe :

9 Donc

--
.

Img = [-,]
-

1 1d -
1) --

--1



C’est une partie de F , c’est-à-dire Im( f )⇢ F .

•

•

•

•

•

•

•

•

Im( f )

E f
F

x

y

Im( f )
y = f (x)

? Pour déterminer l’image d’une application f : E ! F , on dispose de plusieurs méthodes.

1. Si E et F sont des sous-parties de R, on peut tracer le tableau de variation de la fonction pour

visualiser l’ensemble des valeurs prises par la fonction. Cette méthode sera étudiée dans un

chapitre suivant.

2. Pour montrer que Im( f ) est un ensemble donné, on peut procéder par double-inclusion.

Exemple 3.2 — Avec la méthode 2. On considère l’application

f : R2 �! R3

(x,y) 7�! (x+2y,x+ y,x+3y)

Montrons que l’image de f est donné par

Im( f ) = {(a,b,c) 2 R3| 2a�b� c = 0}= F.

Procédons par double inclusion.

• Montrons que Im( f )⇢ F .

Soit (a,b,c) 2 Im( f ). Montrons que (a,b,c) 2 F .

Comme (a,b,c) 2 Im( f ), on sait qu’il existe (x,y) 2 R2
tel que (a,b,c) = f (x,y), c’est-à-

dire 8
><

>:

a = x+2y

b = x+ y

c = x+3y

Pour montrer que (a,b,c) 2 F , il s’agit de montrer que 2a�b� c = 0. On a

2a�b� c = 2(x+2y)� (x+ y)� (x+3y) = 0

Donc (a,b,c) 2 F et on a montré que Im( f )⇢ F .

• Montrons que F ⇢ Im( f ).
Soit (a,b,c) 2 F . Montrons que (a,b,c) 2 Im( f ).
Comme (a,b,c) 2 F , on sait que 2a�b� c = 0.

Pour montrer que (a,b,c) 2 F , il s’agit de trouver (x,y) 2 R2
tel que (a,b,c) = f (x,y).

Soit (x,y) 2 R2
. On a

f (x,y) = (a,b,c),

8
><

>:

x+2y = a

x+ y = b

x+3y = c (et c = 2a�b)

,

8
><

>:

x+2y = a

�y = b�a

y = 2a�b�a

,
(

x =�a+2b

y = a�b

Ainsi, (a,b,c) = f (�a+2b,a�b) et donc (a,b,c) 2 Im( f ). Ainsi, F ⇢ Im( f ).

-

5



Exercice 6

IR-> IR

soit h :

n 42+2

· . Injeité ?
soient n= 1 et y = -1 deux éléments de IR.

D'une part ,
a +y.

D'autre part ,
h(x) = 3 =h

, (y) .

Donc h :
IR-IR n'est pas injective.

·. Surjeit
l'équation ha)=x

+ 1 = 0 n'a pas de solution dans IR

(car pour tout xEIR ,
2, 0 donc n+1, 1).

Donc O n'admet pas
d'antécédent parh.

Donc h : /R -IR n'est pas surjective
.

IR- > IR

2.
Soit :

21 22+2

-iInjectivile~

soient n et y deux éléments de IR+
tels queh(n)

=hy).

Montrons que n =y.

Comme h(n) =h(y) ,
on a

x+ 1 = yz+ 1

c-ad = x2 = y
2

ta-d = n = y
ou x= -y

Comme n et y
sont tous les deux positifs,

nécessairement n= y.

Donc h : IR+- IR est injective.

.. surjectivité ?
~n me

l'équation ha)=x
+ 1 = 0 n'a pas de solution dans IR

(car pour tout xEIR ,
2, 0 donc n+1, 1).

Donc O n'admet pas
d'antécédent parh.

Donc h : /R -IR n'est pas surjective
.



(R+ -> [1; +[
3 , soith :

U ↳ 22+1

Fativité:

soient n et y deux éléments de IR+
tels queh(n)

=hy).

Montrons que n =y.
Comme h(n) =h(y) ,

on a

x+ 1 = yz+ 1

c-ad = x2 = y
2

ta-d = n = y
ou x= -y

Comme net y sont tous les deux positifs,
nécessairement n= y.

Donc h :
/R+ - Citat est injective.

surjevite :

soit ye[1 ;+01.

On cherche n -IR+ tq f(x)=y.

Soit ne IR+.
On a :

h(n) =y()x + 1 =y

E n= y
- 1

-

Es x = vy-1 ou x = -vi car y
- 17, 0 car y41

-

() u = Ny-1 car n, O

Donc y = h(x) avec x=vi=1 - IR+

Donc h : /R+
-> Elitc[ est surjective.

Bijedivite
h : /R+

-> Eli+[ est bijetive car elle est injective et surjective.

I



Exercice7

IN > IN
.

Soit f :

mi > mee

Injectivité :

un

Soient n
,

et ne deux éléments de IN tels que f(m)= f(ne).

Montrons que n = me

Comme f(m)= f(nc) ,
on a m+ 2 = m+ 2 et donc m = M2 .

S

Donc J : IN-IN est injective.

surjeité
L'équation n+2 = 0 n'admet par de solution dans In

Rone o n'admet pas d'antécédent parf.
Rone J : I + IN n'est pas surjective. Cet donc non bijective)

C
.

Soit f: u+y
Injectivité :

~ m

On a f(0 ,
1) = 1 = f(t ,

0)

alors que 10,
1) + (1,

0).

Donc f : IR2 - IR n'est pas injective. Jet donc non bijective

surjectivité :

-

Soit zE IR.
On cherche (x,y) - IR tel que f(x,y) = 2n+ y = z.

On peut prendre par ex
,

(x,y) = (0 ,
7) - IR2

Ainsi z = f(0 ,
7) . Donc f : IR+ IR est surjective.

3. Soit f : 1
Injectivité
soientet y deux éléments de IR* tels que f(x) = fly).

Montrons que
n= y.

Comme f(x)= fly) ,
on a = y et donc x=y.

Done 8 : IR* -> IR est injective.

Surjevité :

L'équation ?-o (dans (R*) n'a pas de Solution (car = 0 1 = 1x0 = 0 pour n + 0).

Donc o n'admet pas d'antécédent par f.

Donc f n'est pas surjective (et donc non bijective(



IR > IR+

4 . Soit f :

21 < (x+ 11

Injectivité :

-

On a f(0) = (1) = 1

et f(-2) = 1-11 = 1

Donc f(0) = f(-2).
Mais 0 -2.

Donc f : IR + IR+ n'est pas injective (et done non bijective).

surjedivité
Soit y -IR+.

On cherche no IR tel que f(x)
= (x+11 = y.

On peut prendre par exemple x= y-1 EIR car

fly -1) = (y) = y car y, 0.

Donc 8 : IR-1R+
est surjective.

5. Soit f : IR+ - IR

x + Vu+1

Injectivité :

deux éléments de IR+ tq f(x) = f(y).
soient net y
Montrons que

n=y.

Comme f(x)= fly) , on a :

-

N+1 = Ny2+1

et donc en élévant au carré,

n+ 1 = y2+1

done u=y

donc=Yon Mais les deux positifs
donc nécessairement ,

n=y.

Rone 8 : IR++ 1R est injective.

surjedivité
comme une racine carrée est toujours positive,

l'équationN= -1 n'admet pas de solutions.

Done o n'admet pas
d'antécédent par f.

Donc J : IR+
- IR n'est pas surjective (et donc pas bijective).

IN > 4- 1
,13

6. Soit f :

m 1 < (-1)

Injedvité
On a f(2) = 1 = f(4) alors que 24

Donc f : IN-E-1,13 n'est pas injective (et donc pas bijective).



surjectivité:

inte

on a 1= f(2)
- 1 = f(2) (par

en. )

Done tous les éléments de [1 ,-13 admettent un antécédent parg.

Drone 8 : IN-C-1,13 est surjective



Exercice8

.
Pour montrer que f : IR, IR est bijective, on va ique

fog = id
,pr

et gof = id
,p
.

Soit (n,y) EIR2. On a

· f(g(x,yl) = f(3x-by
, n+

= (3x-Cy+ 2xuty , 3-2y3x
= (3-Cy , -32y
= (5 , 5
= (x , y)

· g(f(x,y)) = g(x + 2y ,
- n+3y)

= (3(n+2y) - ((-x+ 3y) ,
(n+2y)+)

x+3y)
3

= ) Su+byten-by ,

u+Ly
= (Ex,
= (x , y)

Donc f est bijective et sa bijection réciproque est donné par g.

2
.

Soit (a
,
b) - Ir2

.

Montrons que l'équation f(x,y) = (a, b) d'inconnue (n,y)-IR admet

une unique solution.

soit (my) -IR2. On a :

f(x,y) = (a,
b) () (2x-y ,

a-y) = (a,
b)

() (En-y
E) (n-YLe

()(x
-

y 28 + a 17h2-2h

(a 26



Pour tout (a,
b) EIR2

, l'équation f(n,y) = (a
,
b)

&

admet une unique solution donnee par
(x,y)= (a-b

,
a- 26)

Donc f : IR+ IR est bijective et sa bijection réciproque est donné par :

> IR
2

g
-

2IRb) , (a- b
,

a-2)

3. Soit y EIR
.

Montrons que l'équation f(x) = y d'inconnue 2e]-Ei +a [
admet une unique solution.

Soitat]-Citol
.

On a

f(x) = y (=)(n((x+ 1) - 1 =y
↑

() (n (2x+ 1) = y + 1

() 2x+1 = exp(y+1)

Ex = exp(y+1)- 1

2

Donc
, pour tout y e IR

,
il existe un unique ne]-ti+[ tel que f(x)=y ,

donné par
x = exp(y+1)- 1

2

Donc f :-i +c[+ IR est bijective et sa bijection réciproque est donne par
IR c]-fita[

g
.1

y 1 exply+1)-1

2



Exercice 9

1
. On a

On a

[1
,
638 : 51

,
698 : [1 ,

65 [1
,
65 [1

,
6 %[1 ,

65

- -

gof Jog

Donc gog : [1
,
6D + [1

,
61 bien défini. Donc fog : [1

,
6D + 11

,
61 bien défini.

x 123456 s 123456

(gof)(n) 3 4 2 1 3 6 (log 342156

car g(f(1)) = g(3) = 3

g(f(2)) = g(4) = 4

· 00

2
.

On a :

8(41 , 537 = 48(1) , 8(517 = 23, 63

g((5 .63 = [g(5) , g(6)y = 46 . 93

3
.

Considérons la fonction h donnée par :

x12345 6

h()431265

Alors, on vérifie que
. pour tout ne $1

,
61

, f(h(n)) = x

· pour tout ne [1
,
61

, h(f(n)) = a

Donc f est bijective et sa bijection réciproque est donné par h.



Exercice10

1. Soit (my) E IR2
. On a :

f(x,y) = (0 , 0) < ) (3x-y , 2y-6x) = (0, 0)

(3x
- y = 0

- Gx+2y = 0

= (3x
-

% 27(2+ 2)
+

[=) y= 3x

L'ensemble des antécédents de (0 , 0) est donné par :

((x,3x)(x-> IRY

2. Montrons
que Im(f) = a , -2a) (a-IR} par double inclusion.

:= F

* Mque Im (f) F.

Soit (a,
b) -> Im(f) .

Montrons que (a,
b) EF.

Comme (a
,
b) Im(f) ,

il existe (n,y)EIR2 tq (a,
b) = (3x-

y , 2y -Gx) .

Pour mque (a,
b) EF

,
il s'agit de mque b= -2a.

On a

- 2a = - 2(3x-y)
== 6x+ 2y
= b.

Donc (a
,
b) F

.
Donc Imf CF.

* Mque F = Imf.
Soit (a,

b) F. Mque (a,
b) - Img.

Comme (a,
b) EF, on sait que b=-2a.

On cherche (n,y) EIR
2

tq (a,b) = f(x,y).
on peut prendre par ex

(x
,y) = (0,

- a)

car f(0 , -a) = (a
,
-ha) = (a

,
b) par hypothèse.

Mon (a, b) -> Imf .
Donc F-Img.

3. Injectivité
D'après la question 1

, f(0 ,
0) = f(1, 3) = (0, 0) (l'élément (0,

0 admet une infinité d'antécédent)

Mais (0. 0) + (1 ,
3)

.

Donc J : IR2 + IR2 n'est pas injective (et donc pas bijective).

surjectivité:

~ m

D'après la question2
, Imf = <(a,

-2a) /a EIR] # IR (par en (1,
0) -Imf car 0t-2x1)

Donc 8 : IR2 + IR2 n'est pas surjective.



vercice 11

1
.

Cette question consiste à mque f
est bien dif

au sens où :

Exe IRId-2} , f(a) -> IRId-1]
-

bon ens .

d'arrivée
Soit ne IRId-1} .

On a

1-2

f(x) = -1(=)
1 +n

= - 1

# 1-x = - (1+x)

() 1 -x =
-

1 -x

(=) 1 =

-
1

-

impossible

Rone pour tout xEIRI(-1} , f(x) *-1.

2. Soit ne IRIS-1} .

On a

(f0f)(n) = f))
~

bien dif I
1
1 +

1-x

1+n

1+x- (1-x)
1+x

I

1+x+1-x

1+2

2x 1+H
I X

1+22

= x

3 . Comme fof = id
,R14-12 , f est bijective et sa bijection réciproque est

donné par elle-même.


