DS 2

Exercice 1 - Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. (DS1) Pour les trois fonctions suivantes, donner le domaine de définition, le domaine de
dérivabilité et la dérivée de la fonction.

1 1
f:xl—>3x2+}+—2 gixm V2x+3 h:xe In(x-3)
X

La fonction f est ‘ définie et dérivable sur R* ‘ et sa dérivée est donnée par

VxeR", f’(x)=6x—xl2—)%

La fonction g est | définie sur [—%7+oo[ . Elle est | dérivable sur ]—%,+oo[ et sa

dérivée est donnée par

1

Vxe]—%,+00|:7 g’(x)=m

La fonction & est | définie et dérivable sur ]3, +oo[ ‘ et sa dérivée est donnée par

Vx €e]3,+oo[, H(x) =

1
x=3

2. (DM1) Soit (u,),ex la suite réelle définie par
uy =0 et pour toutn € N, u,, 1 =2 +u,.

Démontrer par récurrence, que pour tout n € N, u,, € [0,2].

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la propriété
P(n) "u, € [0,2]"

est vraie.
* Initialisation. Montrons que P(0) est vraie. D’apres 1’énoncé, ug = 0 € [0,2]. Donc
P(0) est vraie.
» Hérédité.
On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-2-dire on suppose
que
u, €0,2]

Montrons que P(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire, montrons que
Upt1 € [0,2]

D’apres I’hypothese de récurrence, on a
O<u,<2
donc 2<2+4+u,<4
donc v2<+/2+u, <2 carx /xestcroissante sur [0, +0o[
donc V2 < uy <2 d’apres 1’énoncé
donc O <u,q <2

Donc P(n+ 1) est vraie.
* Conclusion. Par principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N, P(n) est
vraie, ¢’est-a-dire

VneN, u, €0,2]. ‘




3. Déterminer le terme général de la suite (u,),cn définie par
uy =1 et VneN, u,41 =2u,

La suite (u,),en €st une suite géométrique. Son terme général est donc donné par

VneN, u, = 1x2"=2"

P¥- Vérification (2 faire au brouillon, pas sur la copie). Pour n = 0, on obtient

M0=20=1 v

4. Déterminer le terme général de la suite (u,,),cn définie par
uy=—1 et VrneN, u,p1 =u,+1

La suite (u,),en est une suite arithmétique. Son terme général est donc donné par

VneN, u,=—1+1xn=n-1

P Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie). Pour n = 0, on obtient

M():O—l:—l v

5. Déterminer le terme général de la suite (u,),en définie par

3 1
uy =2 et VneN, u,p1 = -u,+ 3
4 3
La suite (u,),en est une suite arithmético-géométrique. Commengons par résoudre
I’équation
/= 3 ’ 1
(= g0+ 3

On considére maintenant une nouvelle suite (v,,),ecn définie par

4
VneN, Vn = Uy = 3

Montrons que la suite (v,,),en est une suite géométrique. Soit n € N. On a,

4
Vn+l = Up+1 — 5
_3 .14
37373
3
—Zun 1
3 4
4\" 73



Donc, la suite (v,,),en est une suite géométrique de raison % et de premier terme

4 2
o=to=3 =3

On en déduit que
2
VneN, Vp =3 (

Puis, on en déduit que

4 2(3\"
VI’ZEN, M,7=Vn+§=§(z)+

[SSIRN

P¥- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie). Pour n = 0, on obtient

2(3\° 4 2 4 6
u0=5(1> +§=§+§=§=2 v

6. Déterminer le terme général de la suite (u,),en définie par

1 1
=0 U=z et VrneN, u, o =ty +2u,

Ugp )

La suite (u,),en est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On commence donc par
étudier son équation caractéristique donnée par

P =r+2 = P —r=2=0
C’est une équation du second degré dont le discriminant est donné par
A=(=1)=4x1x(=2)=9
Comme A > 0, I’équation caractéristique admet deux racines réelles données par

1++v9 1-v9
= 2\/_=2 et }’2=T\/_=—1

T
Ainsi, il existe deux constantes A et B telles que
VneN, U, =Ax2"+Bx(-1)".

Pour déterminer les constantes A et B, on étudie les deux premiers termes de la suite. On
a:

- 1 1 1
A+B = 2 A+B ] A+B yy B

I

I

1]
)

1l

1l

I}
IS

2A—B % 3A

1l
EN[N

1
A b A

On obtient donc que

-2
VneN, unzix2"=2"

P¥- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie). Pour n = 0 et n = 1, on obtient

0-2

1-2
uy = 2 =

v et up =2 =



7. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes.

n

a. S =Yy (2-3) b. S2=i2k+1 c. S3=i:(
k=1 =1

k=1

~
| =
|
»

+ |~
—_

N— —

a. Par linéarité de la somme, on obtient,

[S1]=) (2k-3)
k=1

=2) k=) 3
k=1 k=1
+1
=2><”(”2 ) s (n-1+1)
=n(n+1)-3n

2

b. On reconnait ici une somme géométrique. On a alors,

n

= szﬂ
k=1

=2zzk

k=1
_szl y 1_2n—1+1
- 1-2

c. On reconnait ici une somme télescopique. On obtient donc,

= (1 1
5=y (2-%71)

k=1

U S S B

=1-

n+l1

8. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles et lorsque c’est le cas, donner leur
inverse.

1 00
a. Ml:(i ;) b. Mzz(i ;) C. M3= 02 0
0 0 3

a. La matrice M| est de taille 2 X 2. On peut donc calculer son déterminant :

det(M;)=1%x2—-1x3=-1.

Comme det(M;) # 0, la matrice ‘ M, est donc inversible ‘ et son inverse vaut :

(2 =3\_(-2 3
M ‘—1(—1 1)‘(1 —1

- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie). On a

(1 3\(=2 3\ (1 0
M'XM11=(1 2)(1 —1)=(0 1)=12 v




b. La matrice M, est de taille 2 X 2. On peut donc calculer son déterminant :

det(Ms) =2x2-4x1=0

Comme det(M;) = 0, la matrice ’ M, n’est pas inversible.

c. La matrice M3 est une matrice diagonale et tous ses coefficients diagonaux sont non
nuls. Donc la matrice ’ M5 est inversible ‘et son inverse est donné par

O O
wi—=- o O

- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie). On a

1 0 0\/1 0 O I 00
MyxM;y'=10 2 ollo 1 ol=l0o 1 0|=5 v
00 3/\o 0 1 00 1
9. Déterminer la limite des suites suivantes.
1 1\ 2+ 1 exp(n) +n”
a. VneN", un:—+exp(n)+(—) b. VneN* u, = 5 c. VneN™, un=£(—)
n 2 n“+n n* +In(n)
a. D’apres les limites usuelles, on a
n 1
nlgrnooﬁ=0 et nkinwexp(n)=+oo et nE?oo(j) =Ocar—1<§<1

Donc, par somme, la suite (u,),en admet une limite et celle-ci vaut :

lim u, = +00
n—+00

b. Remarquons d’abord que

2 1 1

2n ]+—2 ]+—2

VneN", u, = 2( Zn"):ZX 2Z
I’l(1+ﬁ) 1+2_n

Or, en utilisant les limites usuelles, on obtient que

1
im 1+—=1 et lim l+--=1
n—+00 2n? n—+00 2n

Donc, par multiplication, la suite (u,),en admet une limite et celle-ci vaut :

Iim u, =2
n—+0o

¢. Remarquons d’abord que,

2
n
exp(n) 1+ o

2

VneN*, U, =
’ |
n 1+ _“”(2")

Or,

2 2

lim = 0 par croissances comparées et donc lim 1+ =
n—-+co exp(n) n—+00 exp(n)




De méme,

. In(n) . ., ) In(n)
lim = 0 par croissances comparées et donc lim 1+ =
n—+00 p n—+00 n

1.

Enfin, par croissances comparées,

. exp(n)
lim ———= =

+00
n—+oo 2

Donc, par multiplication, la suite (u,),en admet une limite et celle-ci vaut :

lim u, =400
n—+00




Exercice 2 - On considere la suite (u,),en définie par

2
MO=§ et VneN, u,q =u,—2u,+2

1. Calculer u;.

En utilisant la relation de récurrence, on a,

o

2 3\ 3
w|=up=2up+2=|5 | =2X5+2|=

2. Ecrire un programme Python qui calcule et affiche les 11 premiers termes de la suite (i, ),en
(c’est-a-dire de ug a uyg).

1 u = 3/2

2 print (u)

3 for k in range(l, 11):

4 u=u**2-2xu+2
5 print (u)

3. A I’aide des commentaires, recopier (sur votre copie) et compléter le programme suivant qui
permet de créer une fonction, appelée listesuite, qui prend en argument un entier n et qui
renvoie la liste de tous les termes de la suite (depuis u#() jusqu’au terme de rang n (jusqu’a

Up).
1 def listesuite(n):
2 L=[]
3 u = 3/2
4 L.append (u)
5 for k in range(l, n+1):
6 u=u*x*x2-2*xu+2
7 L.append (u)
8 return L

4. On suppose qu’une fois le programme précédent complété de manicre adéquate, la fonction
listesuite évaluée en 5 renvoie la liste suivante.

1 [1.5, 1.25, 1.0625, 1.00390625,
> 1.0000152587890625, 1.0000000002328306]

Que conjecture-t-on sur le caractére borné, la monotonie et la convergence de la suite (u,),en
f)

On conjecture que la suite (u,),en est (majorée par 1.5 et minorée par 1), que

la suite est| décroissante | et qu’elle | converge vers 1 |.

5. (a) Montrer que, pour toutn € N, u,,1 = (u, — 1)2 +1.

Soit n € N. En développant I’identité remarquable puis en utilisant la relation de
récurrence, on a,

2 2 2
(u, = 1) +1|=u, —2u,+1+1 =lt,,—2u,,+2




(b) A I’aide de la question précédente, montrer par récurrence que,
Vn €N, u, €[1,2]
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la propriété
P(n) "u, €[1,2]"

est vraie.
* Initialisation. Montrons que P(0) est vraie. D’aprés I’énoncé, uy = 3/2 € [1,2].
Donc P(0) est vraie.
o Hérédité.
On suppose que P(n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-a-dire on suppose
que
u, € [1,2]

Montrons que P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire, montrons que
Upy1 € [172]
D’apres la question 5a, on a
2
Up+1 = (un - 1) +1

Or, d’apres I’hypothese de récurrence, on a

I<u,<2
donc O<u,—1<1
donc 0= (u,-— 1)2 <1 car la fet x - x° est croissante sur [0, +00[
donc 1< (u,—1)"+1<2
crad I <uy <2 d’apres la guestion 5a

Donc P(n+ 1) est vraie.
* Conclusion. Par principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N, P(n)
est vraie, ¢’est-a-dire

(VneN,  u,e[1,2]]

(a) Montrer que,
VneN, Uny1 — Uy = (1, —2)(u, — 1)

Soit n € N. En utilisant la relation de récurrence, on a,
2 2
Upsl — Uy = Uy —2U, +2 —u, = u, —3u, +2
D’autre part, en développant, on obtient,
2 2
(uy, —2) (= 1) =ty — 1ty — 21, + 2 =t — 3u,, +2

Donc finalement,

’”n+1 — Uy = (un —2)(14,1 - 1) ‘

(b) En déduire que la suite (u,),en est décroissante.
Soit n € N. D’apres la question 6a, on a

Upg1 =ty = (10, —2) (1, — 1)

Or, d’apres la question 5b, on a



Donc, en particulier, on a
u,—2<0 et u,—1=0

Donc,
Up+1 —Up = (un _2)(un - 1) <0

Donc,
Vn €N, Upp1 — Uy <0

Donc, la’ suite (u,),en est décroissante. ‘

(a) En déduire que la suite (u,),en admet une limite finie que 1’on notera £.
La suite (u,),en est minorée (par 1, d’apres la question 5b) et décroissante (d’aprés
la question 6b). Donc, par théoréme de la limite monotone, la suite (u,),en admet
une que I’on note .

(b) Donner une équation vérifiée par la limite ¢ de la suite (u,,),eN.
La suite (u,),en Vérifie la relation de récurrence suivante :

2
VneN, u,.1 =u,—2u,+2

Or, d’apres la question 7a, la suite (u, ),en admet une limite £ € R. Donc, en passant
a la limite dans cette relation, on obtient,

(¢) Donner un encadrement de la limite ¢ de la suite (u,),eN-
D’apres la question 5b, la suite (u,),en Vérifie I'inégalité suivante. Or, d’aprés la
question 7a, la suite (u,),ey admet une limite £ € R. Donc, en passant a la limite
dans cette relation, on obtient,
1s6<2

(d) Montrer qu’en fait la limite ¢ de la suite (u,),ey Vérifie

3
(< 3
D’apres la question 6b, 1a suite (u,),cn est décroissante. Donc,
3
VneN, u,,Su():E.

Or, d’apres la question 7a, la suite (u, ),y admet une limite £ € R. Donc, en passant
a la limite dans cette relation, on obtient,

IS

[NSY IO}

(e) En déduire la valeur de la limite ¢ de la suite (u,,),eN.
D’d’apreés la question 7b, la limite £ de la suite (i, ),y est solution de 1’équation

(=242 o  F-30+2=0

C’est une équation du second degré dont le discriminant vaut A = 1 > 0 donc
I’équation admet deux racines réelles, qui sont 1 et 2. Or d’apres la question 7d, la
limite vérifie

l<

2

Donc nécessairement, £ = 1. Ainsi, la ’ suite (u,),en converge vers 1.




Exercice 3 - Adapté d’ECRICOME 2024. On considere la matrice M carrée de taille 3 X 3 dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a 0, et dont tous les autres coefficients sont égaux a 1 :

M =

—_ = O

11
01
1 0

On note I3 la matrice identité d’ordre 3.

Partie 1 - Inversibilité de v
1. Montrer que (M+I3)2 =3(M+1h).

Tout d’abord, on peut calculer que :

0
M+I=|1
1

—_ O =

1 1 0 O

1{+/0 1 O|=|1 1 1
0 0 0 1

Puis, en effectuant le produit matriciel, on obtient,

11 1\/1 1 1 3

.
M+5)Y =1 1 1|1 1 1|=|3
11 1)\1 1 1) 3

33
31=3[1 1 1|=3M+5)
3

W W

Finalement, on a montré que

(M+5)*=3(M+15)

2. Développer les expressions littérales (M + I;)° et 3(M +1).

En développant I’expression, on obtient directement que

(M+5L) |=(M+L)(M+1)

ZM'M+M'I3 +[3‘M+I3‘]3

=M +2M+14

De méme, on obtient directement que,

3(M+13) =3M +313

3. En déduire que
M> =M -2I; = 05.

D’apres la question 1, on a,
(M+1)" =3(M+1),
c’est-a-dire, en utilisant la question 2,
M +2M + 1, = 3M + 314

c’est-a-dire

M* =M -2I; =0,




4. En déduire que la matrice M est inversible et déterminer son inverse.

En partant de la relation obtenue a la question 3, on a

M*-~M-2I;=0; donc M -M=2I
donc MM -1I5) =21

|
donc M x §(M—13) =1
Ainsi,
1
il existe une matrice B= (M —1) € M3(R) telleque MB=1.

2

Donc, la matrice M est inversible et son inverse est donné par
1
M= 5(M=1)

En faisant le calcul, on obtient que,

M- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie).

0 1 1) (-1 1 1 00
M-M'=M=|1 0 Ix5| 1 -1 =0 1 0|=5 v
1 10 11 -1 0 0 1
Partie 2 - Calcul des puissances de M
On considere la matrice
1 1 1
P={-1 0 1
0 -1 1
5. Soient
X a
X=|y €M3’1(R) et B=\|b €M371(R)
Z c

Montrer que 1’équation PX = B d’inconnue X € M (R) admet une unique solution (que
I’on explicitera en fonction de a, b et c¢).

Soient

=

a
) €M3_1(R) et B=|b EM}](R)

c

X =

—

IS\

On veut résoudre I’équation PX = B d’inconnue X € M3 ;(RR). Pour cela, raisonnons par
équivalence ct résolvons le systeme linéaire qui apparait grace a la méthode du pivot
de Gauss.



X + y + = a
PX=B = —X + = b
-y + z = c
x + y + z = a
= y + 2z = b+a Ly — L, + L,
-y + z = c
x + y + z = a
= y 4+ 2z = b+a
3z = a+b+c L3<—L3+L2
x + y + z = a
= y + 2z b+a
| lpel
= 3a+3b+3c

x + y + z = a
_ 1 1 2
= < y = §a+§b—§c
= 1 1,1
7z = 3a+3b+3c
- 1, _2 1.
= ?a ?b+%c
= ; = §a+§b—§c
z = §a+§b+§c
1 2 1.
34 3b+3c
_|1 1,_2
= X = 3a+3b 3¢
1 1 1
3a+3b+3c

Donc, | I’équation PX = B admet une unique solution | donnée par

ja—3b+3c
- 1 2 1
I 1, 2 ? _15 52 N
X = §a+§b—§c = ? ? -3 b
1 L J\e
| | | 33 3
§d+ §b+ gC
M- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie).
%a— §b+ %c
1 1 1 a
PX=|-1 0 1||ia+ib-3c|=|b|=B V
0o -1 1/ * c
1 Lp ]
§a+ 3 + §C
6. En déduire que P est inversible et que
1 1 -2 1
Pl=zl1 1 =2
1 1 1

D’apres la question 5, pour tout B € M3 1(R), I’équation PX = B admet une unique
solution donnée par

1l
0 | =0 [ = | —



Donc, | la matrice P est inversible ‘ et son inversible est donné par

1 2
% —13 1 -2 1
s = 1 1 =2
11 1 1
303

1
3

_2 =
’;

1
3

5
3

P¥- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie).

1 1 1
PP =P=|-1 0 1]|x
0 -1 1

1 -2 1 1 00
1 1 =2|=|0 1 0|=5 Vv
111 00 1

1
3

7. Onpose D = P~'MP. Calculer la matrice D et montrer que D est une matrice diagonale.

En effectuant le calcul matriciel, on obtient,

[D]=pP'MP

l1 -2 1 0 1 1 1 1
:§1 1 -2|x{1 0 I|x|-1 0 1
1 1 1 1 10 0 -1 1
l1 -2 1 -1 -1 2
:§1 1 -2|x| 1 0 2
1 1 1 0 1 2
-1 0 O
=0 -1 0
0o 0 2

8. Justifier précisément que M = pDP".

Par définition de la matrice D, on a
D=pP 'MP

En multipliant a gauche des deux co6tés de cette égalité par la matrice P, on obtient

PD=PP”'MP
Or, par définition de I’inverse PP = I5. Donc, on obtient,
PD = LMP
c’est-a-dire
PD =MP.

R e o P . —1
De méme, en multipliant a droite des deux cotés de cette égalité par la matrice P ~, on

obtient
PDP ' =M

9. Montrer par récurrence que,

VkeN, M'=pD'P!

Raisonnons par récurrence. Notons, pour tout k € N, P(k) : " Mk = ppfpt

e [Initialisation. Montrons que P(0) est vraie.
D’une part, M° = I3 (par convention).



1 1

D’autre part, PD°P~' = PP = PP = ;.
Donc P(0) est vraie.
* Hérédité.
Supposons que la propriété P (k) soit vraie pour un certain k € N, ¢’est-a-dire
supposons que

M* = pD'P!
Montrons que la propriété P(k + 1) est vraie, ¢’est-a-dire montrons que

Mk+l _ PDk+lP—l

Ona
Mt = M xm
=PD'P'M par hyp de récurrence
= pD'P'PDP! cf question 8
= pD'DP™"
_ ppftip!

Donc P(k+ 1) est vraie.
* Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

VkeN,  M‘'=pD'p!

10. Déterminer, pour tout k € N, I’expression de D~

La matrice D étant diagonale (cf question 7), on peut montrer par une récurrence
immédiate que

- 0o o0
vkeN, D'=| o (=D)f o
0 )

11. En déduire, pour tout k € N, I’expression de M.

Soit k € N. En utilisant les questions 9 et 10 et en effectuant le produit matriciel, on
obtient que

=ppD'p!

o1 o1y [(-DY 0 o0 12
=|-1 0 1|x| o (=DF o x|l 1 -2
0 -1 1 0 0 2k 1 1 1
G A N I I
=| (=) 0 ok xz|l 1 =2
0 (—1)F ok 1 1 1

2(-1)F 425 (=) et (i 4t
(=D 42k (o p(onyR 4ok

P¥- Vérification (a faire au brouillon, pas sur la copie). Pour k£ = 0, on obtient,

(3 00
M0=§O30=I3\/
00 3

On peut aussi vérifier que pour k = 1, on retombe bien sur I’expression de la matrice M.



12. On admet qu’il existe, pour tout k € N, deux réels a; et by tels que
Mk = qyM + b ls.

Déterminer, pour tout k € N, I’expression de ay, et by.

Soit k € N. D’une part, en utilisant la question 11, on a

M~ = § (_1)k+1+2k _2(_1)k+1+2k (_1)k+l+2k

D’autre part, en effectuant le calcul, on obtient

bk ay  ag
axM + b Iz = | ag b, ay
ap Ay bk

En identifiant les coefficients des deux matrices, 1’égalité M= aiM + by Iz implique que
les coefficients ay, et by valent

Clk=l((—l)k+l+2k) et by =

! (2(—1)k+2")

1
3

13. (Question ouverte) La formule de la question 12 peut-elle étre étendue a k = —1 ?

D’apres la question 4, on a

Or, si on étend la définition des coefficients (ay )ren et (b )ren 2 des entiers négatifs, on

obtient
1 141 -1 1 1 -1, A1 1
a_]—g((—l) +2 )—z et b_|—§(2(—l) +2 )——5
Et donc,
1 -1 1
Cl_lM+b_113=§ 1 -1 1 21\4_I
1 1 -1

‘ On peut donc étendre la formule de la question 12 2 k = —1.

14. (Question ouverte) A la question 3, on a montré que le polyndme x — x> —x—2 étant un
polyndme annulateur de la matrice M. Quel lien peut-on faire entre ce polynome et les
coefficients de la matrice diagonale D trouvés a la question 7 ?

Les de la matrice D sont exactement les | racines du polyndme annulateur

de la matrice M. En effet, le polyndme x — x> —x—2estun polyndme de second degré.
Son discriminant est donné par A = 9 > 0, donc ce polyndome admet deux racines réelles
qui sont données par —1 et 2, qui sont exactement les coefficients de la matrice D.



