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Mathématiques – ECG1 TD 21 – Espaces probabilisés quelconques

TD 21 – ESPACES PROBABILISÉS QUELCONQUES

Exercice 1 – Révisions Chapitre XV. On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne

contenant 7 boules blanches et 3 boules rouges.

1. Quelle est la probabilité que la première boule tirée soit rouge?

2. Quelle est la probabilité de tirer deux boules rouges ?

3. Quelle est la probabilité que la seconde boule soit rouge ?

4. Quelle est la probabilité qu’au moins l’une des deux boules soit rouge ?

5. La seconde boule tirée est rouge. Quelle est la probabilité que la première boule le soit aussi ?

Correction. Pour tout k ∈ {1,2}, notons Rk l’évènement «Obtenir un boule rouge au k-ième lancer» et

Bk = Rk, c’est-à-dire l’évènement «Obtenir un boule noire au k-ième lancer». On peut représenter la situation

par l’arbre de probabilité suivant.

B1

B2
6

9

R2

3

9
7

10

R1

B2
7

9

R2

2

9

3

10

1. On cherche à calculer P(R1). D’après l’énoncé, comme au premier tirage, la probabilité de tirer

chaque boule est uniforme, on a

P(R1) = 3

10
.

2. On cherche à calculer P(R1∩R2). D’après la formule des probabilités composées, on a,

P(R1∩R2) = P(R1)×PR1
(R2) = 3

10
× 2

9
= 1

15
.

3. On cherche à calculer P(R2). Comme (R1,B1) est un système complet d’évènements, d’après la

formule des probabilités totales, on a

P(R2) = P(R1)×PR1
(R2)+P(B1)×PB1

(R2)
= 3

10
× 2

9
+ 7

10
× 3

9

= 1

15
+ 7

30

= 3

10

4. On cherche à calculer P(R1∪R2). En utilisant la formule du crible, on a

P(R1∪R2) = P(R1)+P(R2)−P(R1∩R2)
= 3

10
+ 3

10
− 1

15

= 8

15
,

en utilisant les valeurs trouvées aux questions 1, 2 et 3.

5. On cherche à calculer PR2
(R1). D’après la formule de Bayes, on a

PR2
(R1) = P(R1)×PR1

(R2)
P(R2) = 3

10
× 2

9

3

10

= 2

9
.

�

1

·
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Exercice 12

Notons FRES1 , ..,
53 , Pr" Obtenir Pile au k-ième lancer".

On obtient le ser pile au 1er lancer

· P(X1) = P(P)
is on obtient Pile au 12 lancer

= P

· FRE42 ,
3

, 43 ,

On obtient Pile pour la 1èr fois au Relance

P (Xr) = P(11 ...Tr11Pr) donc pendant les R- 1 premiers lancers ,
on obtient

que des Face et au pe lance
,
Pile.

= P(T) x P(T)x ...
x (Tr1)xP(Pa) car les lancers sont indépendants.

= ( -p)x(1- p(x ...x(1-p)xp
= (x -p(k

-2

-p

· P(Xs) = P( ...MP)D11 ...Ts))

sort on obtient le 12 pile au 5Cancer

sott on obtient aucun Pile

= P( ...Pz) + 1P(1 ...
19)

cou les évènements Fl..181Ps et Fl .. 15 sont incompatibles

= P(F(x .. xP(n)xP(Ps) + P()x ...x4(s)

car les lancers sont indépendants

= (-p)" xp + (- p)5

= (e-p)[p + 1 -p]
= (-p)
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Mathématiques – ECG1 DM 7

DM 7

Pour le 6 mai 2024

Exercice 1 – Inspiré d’un sujet de concours. Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On note

n = a+b. On considère une urne contenant initialement a boules blanches et b boules noires. On effectue

des tirages successifs de la manière suivante.

• Lorsque la boule tirée est blanche, elle est remise dans l’urne avant de procéder au tirage suivant.

• Lorsque la boule tirée est noire, elle n’est pas remise dans l’urne, mais remplacée par une boule

blanche et l’on procède alors au tirage suivant.

Notons pour tout k 2 N⇤
, Nk l’évènement "On obtient une boule noire au k-ième tirage" et Yk l’évènement

"On obtient pour la première fois une boule blanche au k-ième tirage". Soit k 2 {1, . . . ,b+1} fixe dans tout

ce problème.

1. Justifier l’égalité suivante :

Yk = N1 \N2 \ · · ·\Nk�1 \Nk

Soit k 2 {1, . . . ,b+ 1}. Pour obtenir pour la première fois une boule blanche au k-ième

tirage, il faut n’avoir obtenu que des boules noires au k�1 premières tirages et avoir obtenu

une boule blanche au k-ième tirage. D’où

Yk = N1 \N2 \ · · ·\Nk�1 \Nk

2. Donner P(N1).

Au départ, dans l’urne, il y a a boule blanches et b boules noires et donc n boules au total.

Comme le tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire à ce moment est donc

P(N1) =
b

n

3. Soit i 2 {2, . . . ,k�1}.

(a) Si les i�1 premiers tirages ont donné une boule noire, combien de boules noires y’a-t-il dans

l’urne ? combien de boules au total y’a-t-il dans l’urne ?

Soient k 2 {1, . . . ,b+1} et i 2 {2, . . . ,k�1}. Si les i�1 premiers tirages ont donné

une boule noire, comme chaque boule noire est remplacée par une boule blanche, alors

il reste b� (i� 1) boules noires et a+(i� 1) boules blanches dans l’urne et ainsi

toujours n boules au total.

(b) En déduire

PN1\···\Ni�1
(Ni).

Soient k 2 {1, . . . ,b+1} et i 2 {2, . . . ,k�1}. En utilisant la Question 3(a), comme le

tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire au i-ième tirage, sachant que

l’on a obtenu que des boules noires pendant les i�1 premiers tirages, est de

PN1\···\Ni�1
(Ni) =

b� (i�1)

n

4. De la même façon, en déduire

PN1\···\Nk�1
(Nk).

Si les k� 1 premiers tirages ont donné une boule noire, comme chaque boule noire est

remplacée par une boule blanche, alors il reste b� (k� 1) boules noires et a+(k� 1)
boules blanches dans l’urne et ainsi toujours n boules au total. Donc, comme le tirage est

1

r

-=>
Eice16-
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uniforme, la probabilité de tirer une boule blanche au k-ième tirage, sachant que l’on a

obtenu que des boules noires pendant les k�1 premiers tirages, est de

PN1\···\Nk�1
(Nk) =

a+(k�1)

n
.

5. En déduire, grâce à la formule des probabilités composées, que

P(Yk) =
(a+ k�1)b!

nk(b� k+1)!

En utilisant la Question 1 et la formule des probabilités composées, on a

P(Yk) = P(N1)⇥PN1
(N2)⇥PN1\N2

(N3)⇥PN1\···\Nk�2
(Nk�1)⇥PN1\···\Nk�1

(Nk)

Donc, en utilisant les résultats des Questions 2, 3(b) et 4, on obtient,

P(Yk) =
b

n
⇥ b�1

n
⇥ · · ·⇥ b� (k�2)

n
⇥ a+(k�1)

n

=
b⇥ (b�1)⇥ · · ·⇥ (b� (k�2))⇥ (a+ k�1)

nk

=
b⇥ (b�1)⇥ · · ·⇥ (b� k+2))⇥(b� k+1)⇥ (b� k)⇥ · · ·⇥2⇥1⇥ (a+ k�1)

nk⇥(b� k+1)⇥ (b� k)⇥ · · ·⇥2⇥1

=
(a+ k�1)b!

nk(b� k+1)!

2
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• Partie 3 - Probabilités

Une société de location de vélos possède trois magasins, un à Rosnoën, un à Landerneau et un à Miliza.

Lorsqu’un(e) client(e) loue un vélo, un jour donné, dans une des trois villes, il/elle le restitue le lendemain

dans un des trois magasins, puis un autre client reprend le vélo et ainsi de suite. Une étude statistique a

permis de montrer que, pour un vélo donné :

• s’il est loué à Rosnoën un certain jour, alors il est laissé le lendemain à Landerneau avec la probabilité
1

4
, tandis qu’il est laissé à Milizac avec la probabilité

3

4
,

• s’il est loué à Landerneau un certain jour, alors il est laissé le lendemain à Rosnoën avec la probabilité
1

2
, tandis qu’il est laissé à Milizac avec la probabilité

1

4
et à ramené à Landerneau avec la probabilité

1

4
.

• s’il est loué à Milizca, il est laissé à Rosnoën avec la probabilité
1

2
, laissé à Landerneau avec la

probabilité
1

4
et ramené à Milizac avec la probabilité

1

4
.

Pour tout n, on note

Rn : “Le vélo se trouve à Rosnoën le n-ième jour” et rn = P(Rn)
Ln : “Le vélo se trouve à Landerneau le n-ième jour” et `n = P(Ln)
Mn : “Le vélo se trouve à Milizac le n-ième jour” et mn = P(Mn)

On suppose qu’au départ, le jour 0, le vélo est à Rosnoën.

1. (a) Donner r0, `0 et m0.

Au jour 0, le vélo se situe toujours à Rosnoën, donc nécessairement,

r0 = 1, `0 = 0 et m0 = 0.

(b) Tracer l’arbre des probabilités correspondant à ce qu’il se passe le jour 0 et le jour 1.

En utilisant les données du texte, on obtient l’arbre suivant pour les jours 0 et 1.

M0

M1

1

4

L1

1

4

R1
1

2

0

L0

M1

1

4

L1

1

4

R1
1

2

0

R0

M1

3

4

L1

1

4

R1

0

1

(c) Calculer r1 et `1 et m1.

Comme le système (R0,L0,M0) est un système complet d’évènements (le jour 0 le

vélo se situe soit à Rosnoën, soit à Landerneau, soit à Milizac), par la formule des

9/5
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probabilités totales, on a

P(R1) = P(R0)PR0
(R1)+P(L0)PL0

(R1)+P(M0)PM0
(R1)

= 1⇥0+0⇥ 1

2
+0⇥12

= 0.

Donc r1 = 0. De la même manière, on obtient que

`1 =
1

4
et m1 =

3

4
.

2. (a) Soit n2N. Recopier l’arbre de probabilités ci-dessous et rajouter les probabilités correspondantes

sur les différentes branches.

En utilisant les données du texte, on obtient,

Mn

Mn+1

1

4

Ln+1

1

4

Rn+1
1

2

mn

Ln

Mn+1

1

4

Ln+1

1

4

Rn+1
1

2

`n

Rn

Mn+1

3

4

Ln+1

1

4

Rn+1

0

rn

(b) Montrer que,

8n 2 N, rn+1 =
1

2
`n +

1

2
mn.

Soit n 2 N. Comme le système (Rn,Ln,Mn) est un système complet d’évènements (le

jour n le vélo se situe soit à Rosnoën, soit à Landerneau, soit à Milizac), par la formule
des probabilités totales, on a

P(Rn+1) = P(Rn)PRn(Rn+1)+P(Ln)PLn(Rn+1)+P(Mn)PMn(Rn+1)

= rn⇥0+ `n⇥
1

2
+mn⇥12

Donc, finalement,

rn+1 =
1

2
`n +

1

2
mn.

(c) Déterminer une relation analogue entre `n+1 et rn,`n et mn.

10/5
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Soit n 2 N. De manière analogue, comme le système (Rn,Ln,Mn) est un système

complet d’évènements (le jour n le vélo se situe soit à Rosnoën, soit à Landerneau, soit

à Milizac), par la formule des probabilités totales, on a

`n+1 = P(Rn)PRn(Ln+1)+P(Ln)PLn(Ln+1)+P(Mn)PMn(Ln+1)

= rn⇥
1

4
+ `n⇥

1

4
+mn⇥14

=
1

4
rn +

1

4
`n +

1

4
mn.

Donc, finalement,

`n+1 =
1

4
rn +

1

4
`n +

1

4
mn.

(d) Déterminer une relation analogue entre mn+1 et rn,`n et mn.

De la même manière, on obtient que

8n 2 N, mn+1 = 3

4
rn +

1

4
`n +

1

4
mn.

3. On introduit, pour tout n 2 N, la notation

Un =

0

@
rn
`n
mn

1

A .

(a) Donner U0.

En utilisant la question 1(a), on a

U0 =

0

@
1

0

0

1

A .

(b) À l’aide des questions 2(b), 2(c) et 2(d), déterminer une matrice A 2M3(R) telle que

8n 2 N, Un+1 = AUn.

Soit n 2 N. À l’aide des questions 2(b), 2(c) et 2(d), on a

Un+1 =

0

@
rn+1

`n+1

mn+1

1

A=

0

@
1

2
`n +

1

2
mn

1

4
rn +

1

4
`n +

1

4
mn

3

4
rn +

1

4
`n +

1

4
mn

1

A=

0

@
0

1

2

1

2
1

4

1

4

1

4
3

4

1

4

1

4

1

A

0

@
rn
`n
mn

1

A= AUn,

avec

A =

0

@
0

1

2

1

2
1

4

1

4

1

4
3

4

1

4

1

4

1

A=
1

4

0

@
0 2 2

1 1 1

3 1 1

1

A

(c) Démontrer alors par récurrence que

8n 2 N, Un = AnU0.

Montrons, par récurrence, que pour tout n 2 N, la propriété P(n) : « Un = AnU0 » est

vraie.

• Initialisation : Montrons que P(0) est vraie, c’est-à-dire que U0 = A0U0. Par

convention A0 = I3. Donc, on a bien U0 = A0U0. Donc la propriété P(0) est vraie.

11/5
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• Hérédité : Soit n2N. On suppose que P(n) est vraie, c’est-à-dire que Un = AnU0.
Montrons que P(n+1) est vraie, c’est-à-dire que Un+1 =An+1U0. Par construction

(cf. question 3(b)),

Un+1 = AUn.

Donc, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient

Un+1 = AUn = AAnU0 = An+1U0.

Donc P(n+1) est vraie.

• Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

8n 2 N, Un = AnU0.

4. On considère la matrice

P =

0

@
4 1 0

3 0 1

5 �1 �1

1

A

(a) Montrer que pour tout B 2M3,1(R), l’équation PX = B admet une unique solution X 2M3,1(R).
En déduire que P est inversible et expliciter P�1

.

Soient

B =

0

@
a
b
g

1

A 2M3,1(R) et X =

0

@
x
y
z

1

A 2M3,1(R).

On a

PX = B ,

0

@
4 1 0

3 0 1

5 �1 �1

1

A

0

@
x
y
z

1

A=

0

@
a
b
g

1

A

,

8
<

:

4x + y = a
3x + z = b
5x � y � z = g

,

8
<

:

4x + y = a
� 3

4
y + z = b � 3

4
a L2 L2� 3

4
L1

� 9

4
y � z = g� 5

4
a L3 L3� 5

4
L1

,

8
<

:

4x � y = a
� 4

3
y + z = b � 4

3

� 4z = a�3b + g L3 L3�3L2

,

8
<

:

4x � y = a
� 4

3
y + z = b � 4

3

z = � 1

4
a + 3

4
b � 1

4
g

,

8
<

:

4x � y = a
y = 2

3
a� 1

3
b � 1

3
g

z = � 1

4
a + 3

4
b � 1

4
g

,

8
<

:

x = 1

12
a + 1

12
b + 1

12
g

y = 2

3
a� 1

3
b � 1

3
g

z = � 1

4
a + 3

4
b � 1

4
g

Donc, l’équation PX = B admet une unique solution donnée par

X =

0

@
1

12
a + 1

12
b + 1

12
g

2

3
a� 1

3
b � 1

3
g

� 1

4
a + 3

4
b � 1

4
g

1

A =

0

@
1

12

1

12

1

12
2

3
� 1

3
� 1

3

� 1

4

3

4
� 1

4

1

A

0

@
a
b
g

1

A
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On en déduit que P est inversible et que

P�1 =

0

@
1

12

1

12

1

12
2

3
� 1

3
� 1

3

� 1

4

3

4
� 1

4

1

A .

(b) On note D = P�1AP. Montrer que A = PDP�1
.

Comme P est inversible, on peut multiplier la relation D = P�1AP à gauche par la

matrice P pour obtenir,

PD = PP�1AP = AP,

car PP�1 = I3. De même, en multipliant par P�1
la relation précédente, on obtient

PDP�1 = A.

(c) Montrer que D est une matrice diagonale.

En effectuant deux produits matriciels, on a

D = P�1AP

=

0

@
1

12

1

12

1

12
2

3
� 1

3
� 1

3

� 1

4

3

4
� 1

4

1

A 1

4

0

@
0 2 2

1 1 1

3 1 1

1

A

0

@
4 1 0

3 0 1

5 �1 �1

1

A

=

0

@
1

12

1

12

1

12
2

3
� 1

3
� 1

3

� 1

4

3

4
� 1

4

1

A

0

@
4 � 1

2
0

3 0 0

5
1

2
0

1

A

=

0

@
1 0 0

0 � 1

2
0

0 0 0

1

A

(d) En déduire, pour tout n 2 N, l’expression de Dn
.

En utilisant l’expression de D donnée à la question 4(c), par une récurrence immédiate,

on obtient que

8n 2 N, Dn =

0

@
1 0 0

0
�
� 1

2

�n
0

0 0 0

1

A

(e) Montrer par récurrence que,

8n 2 N, An = PDnP�1.

Montrons par récurrence que pour tout n 2 N, la propriété

P(n) : « An = PDnP�1
»

est vraie.

• Initialisation. Montrons que P(0) est vraie, c’est-à-dire que A0 = PD0P�1
. D’une

part A0 = I3. D’autre part, PD0P�1 = PI2P�1 = PP�1 = I3. Donc la propriété

P(0) est vraie.

• Hérédité. Soit n 2 N. Supposons que la propriété P(n) soit vraie, c’est-à-dire que

An = PDnP�1.

Montrons que la propriété P(n+1) est vraie, c’est-à-dire que

An+1 = PDn+1P�1.

13/5
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D’après la question 4(b), on a A = PDP�1
, donc,

An+1 = An⇥A = AnPDP�1.

Puis, en utilisant l’hypothèse de récurrence, on a

An+1 = PDnP�1PDP�1 = PDnI2DP�1 = PDnDP�1 = PDn+1P�1

Donc la propriété P(n+1) est vraie.

• Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

8n 2 N, An = PDnP�1.

(f) En déduire que,

8n 2 N, An =

0

@
1

3
+ 2

3
⇥
�
� 1

2

�n 1

3
� 1

3
⇥
�
� 1

2

�n 1

3
� 1

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

4

1

4

1

4
5

12
� 2

3
⇥
�
� 1

2

�n 5

12
+ 1

3
⇥
�
� 1

2

�n 5

12
+ 1

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

A

Soit n 2 N. À l’aide des questions 4(d) et 4(e), on obtient

An =PDnP�1

=

0

@
4 1 0

3 0 1

5 �1 �1

1

A

0

@
1 0 0

0
�
� 1

2

�n
0

0 0 0

1

A

0

@
1

12

1

12

1

12
2

3
� 1

3
� 1

3

� 1

4

3

4
� 1

4

1

A

=

0

@
4 1 0

3 0 1

5 �1 �1

1

A

0

@
1

12

1

12

1

12
2

3

�
� 1

2

�n � 1

3

�
� 1

2

�n � 1

3

�
� 1

2

�n

0 0 0

1

A

=

0

@
1

3
+ 2

3
⇥
�
� 1

2

�n 1

3
� 1

3
⇥
�
� 1

2

�n 1

3
� 1

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

4

1

4

1

4
5

12
� 2

3
⇥
�
� 1

2

�n 5

12
+ 1

3
⇥
�
� 1

2

�n 5

12
+ 1

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

A

(g) En déduire, pour tout n 2 N, l’expression de Un.

Soit n 2 N. En utilisant le résultat de la question 3(c), l’expression de U0 donnée à la

question 3(a) et l’expression de An
donnée à la question 4(f), on obtient que

Un =

0

@
1

3
+ 2

3
⇥
�
� 1

2

�n 1

3
� 1

3
⇥
�
� 1

2

�n 1

3
� 1

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

4

1

4

1

4
5

12
� 2

3
⇥
�
� 1

2

�n 5

12
+ 1

3
⇥
�
� 1

2

�n 5

12
+ 1

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

A

0

@
1

0

0

1

A

c’est-à-dire que

Un =

0

@
1

3
+ 2

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

4
5

12
� 2

3
⇥
�
� 1

2

�n

1

A

5. (a) Exprimer, pour tout n 2 N, rn,`n et mn en fonction de n.

Soit n 2 N. En utilisant la question 4(g), et par définition du vecteur Un, on a

rn =
1

3
+ 2

3
⇥
�
� 1

2

�n
, `n =

1

4
et mn =

5

12
� 2

3
⇥
�
� 1

2

�n
.

(b) Vérifier que,

8n 2 N, rn + `n +mn = 1.
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Soit n 2 N. En utilisant le résultat de la question 5(a), on a

rn + `n +mn =
1

3
+

2

3
⇥
✓
�1

2

◆n

+
1

4
+

5

12
� 2

3
⇥
✓
�1

2

◆n

=
1

3
+

1

4
+

5

12

= 1

(c) Déterminer les limites des suites (rn)n2N, (`n)n2N et (mn)n2N.

Par propriété sur les suites géométriques,

lim
n!+•

✓
�1

2

◆n

= 0 car �1 <�1

2
< 1.

Donc, en utilisant les expressions des suites (rn)n2N, (`n)n2N et (mn)n2N trouvées à la

question 5(a), on obtient

lim
n!+•

rn =
1

3
et lim

n!+•
mn =

5

12
.

Et, comme (`n)n2N est une suite constante, on a directement

lim
n!+•

`n =
1

4
.

6. (a) Si le vélo se trouve à Landerneau le deuxième jour, quelle est la probabilité qu’il se trouve à

Milizac le premier jour ?

On cherche à calculer PL2
(M1). Par la formule de Bayes, on a

PL2
(M1) =

P(M1)PM1
(L2)

P(L2)
.

Or d’après l’énoncé,

PM1
(L2) =

1

4
.

Puis, en utilisant le résultat de la question 5(a), on a

P(M1) = m1 =
3

4
et P(L2) = `2 =

1

4
.

Finalement, on a On cherche à calculer PL2
(M1). Par la formule de Bayes, on a

PL2
(M1) =

3

4
⇥ 1

4

1

4

=
3

4
.

Si le vélo se trouve à Landerneau le deuxième jour, quelle est la probabilité qu’il se

trouve à Milizac le premier jour est de
3

4
.

(b) Le fait que le vélo se trouve à Landerneau le premier jour est-il indépendant du fait qu’il se

trouve à Milizac le deuxième jour ?

On se demande si P(M2) = PL1
(M2). Pour cela, on va calculer les deux probabilités.

D’une part, d’après l’énoncé,

PL1
(M2) =

1

4
.

D’autre part, en utilisant le résultat de la question 5(a), on a

P(M2) = m2 =
5

12
� 2

3
⇥
✓
�1

2

◆2

=
1

4
.

Comme P(M2) = PL1
(M2), les deux évènements sont indépendants.
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