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Ewwice 3 On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne
contenant 7 boules blanches et 3 boules rouges.
1. Quelle est la probabilité que la premiere boule tirée soit rouge?
2. Quelle est la probabilité de tirer deux boules rouges ?
3. Quelle est la probabilité que la seconde boule soit rouge ?
4. Quelle est la probabilité qu’au moins 1’'une des deux boules soit rouge ?
5. La seconde boule tirée est rouge. Quelle est la probabilité que la premiere boule le soit aussi ?

Correction. Pour tout k € {1,2}, notons R, 1’événement «Obtenir un boule rouge au k-i¢me lancer» et
By = Ry, c’est-a-dire I’évenement «Obtenir un boule noire au k-ieme lancer». On peut représenter la situation
par I’arbre de probabilité suivant.

"
/ \ B,
\0 / Ry

}Bz

1. On cherche a calculer P(Ry). D’apres 1’énoncé, comme au premier tirage, la probabilité de tirer
chaque boule est uniforme, on a

P(R
(R1) = o
2. On cherche a calculer P(Ry NRy). D apres la formule des probabilités composées, on a,
2 1
P(R{NnR P(R Pr (R .
(R1NR2)=P(Ry) x Pr,(R2) = 109 15

3. On cherche a calculer P(Ry). Comme (Ry,B)) est un systéme complet d’événements, d’apres la
formule des probabilités totales, on a

P(Ry)=P(R}) x PR, (R2) +P(By) x Pp, (R2)

3 2 7 3
=—X—-—4+—X—
1079 109
1 7

= — 4+ —

15 30

_3

10

4. On cherche a calculer P(R; UR>). En utilisant la formule du crible, on a

P(R] URZ) :P(R|)+P(R2)—P(R1 ﬁRz)

33 1
=— 4+ — - —
10 10 15
_8
T 15’

en utilisant les valeurs trouvées aux questions 1, 2 et 3.
5. On cherche a calculer Pg,(R)). D’apres la formule de Bayes, on a

P(R1) < Py, (R2) _ g %
P(R>) 3

PRz(Rl)



Ewrce A2
Wekoms Vhe{1,.5) , fi " oBnon Pale ou R-idme tama”

< P(x,)=R(P) O Bank & A% P am A% Lanen
* 4o, om odemk Pale om 4% lamun

=P
O V'ke{aia)L\f!(i ? o °
- = - Om obkant Pile pown la 4 as o R lanan
P (Xk.\ - ®( P,\f\\),\(\--»n?k_in PJ&.) d:wr. Jendamk mt« 1\mwiu Lu.*:\,w.s,m htiamb
abs Faxe o ow K tamon Pl

NAN W(?&)x,..xw(ﬂ_,\)* “’(?ﬂ toa  Los tamws somk imdapendamks.
@-p) = (4-p) = x (2-p) * P B "
(A-P)k—‘x P

R(Xg)= R(R0.. NAFV [7.0%0..0F )

ok on obtuenk & 4“]:\(:. aw 5% laman
b on eBuamk anum Py

. R(FZ0.0BaR)« R(70..0%)
wn e dememandy 00PN o B,0. 0P Sk JmeempaliSle
= “’WA\* iﬁ(?ﬂ:ﬁ(?s) + W(E)x{ W(-?.s)
cod fos lamwrs somk amdipe ndomls
G-p)ap+ 90
(p) [prs-p]
U-p"

N



Ewnvice A5

Z.a\ao=1 N bc)fo" =0
k)0 = PR = PIAVR, (A =4 by=F (€= F
) (A Bn,Cu) 5E dome puwba skole,
9 R () = PlAx Vilho) + POy Vo (Aui) + PCn ) By (Ani)
: Omx e bmi%‘ + Lac

et de mime rombsouliu
i) e

5- R{LUDUU.‘V\QL
YmemW, A" = h<M"

VA €N, Vpz Vox M )
. (e 4t {-1)
= B 4 4
Mome Vﬂ\ewl Am = 5/111(“()1“\'1.2,) = %«}%x(? = 3 m_4<&(4
A
{ 3

Cm= B

A0. u=(%%%)



Enncice 46- Inspiré d’un sujet de concours. Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On note
n = a-+ b. On considere une urne contenant initialement a boules blanches et b boules noires. On effectue
des tirages successifs de la maniere suivante.

e Lorsque la boule tirée est blanche, elle est remise dans ’urne avant de procéder au tirage suivant.

e Lorsque la boule tirée est noire, elle n’est pas remise dans 1’urne, mais remplacée par une boule

blanche et I’on procede alors au tirage suivant.

Notons pour tout k£ € N*, N; I’évenement "On obtient une boule noire au k-iéme tirage" et ¥; I’événement
"On obtient pour la premiére fois une boule blanche au k-ieme tirage". Soit k € {1,...,b+ 1} fixe dans tout
ce probleme.

1. Justifier I’égalité suivante :

Y =N NN, N --- NN NNy

Soit k € {1,...,b+ 1}. Pour obtenir pour la premiére fois une boule blanche au k-ieme
tirage, il faut n’avoir obtenu que des boules noires au k — 1 premicres tirages et avoir obtenu
une boule blanche au k-ieme tirage. D’olu

Ye =NiNN>N--- NN NN

2. Donner P(Ny).

Au départ, dans ’urne, il y a a boule blanches et b boules noires et donc n boules au total.
Comme le tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire a ce moment est donc
b

P(Nl):ﬁ

3. Soiti € {2,...,k—1}.
(a) Silesi— 1 premiers tirages ont donné une boule noire, combien de boules noires y’a-t-il dans
I’urne ? combien de boules au total y’a-t-il dans ’'urne ?

Soientk € {1,....b+1}etie{2,...,k—1}. Siles i— 1 premiers tirages ont donné
une boule noire, comme chaque boule noire est remplacée par une boule blanche, alors
il reste b — (i — 1) boules noires et a + (i — 1) boules blanches dans ’urne et ainsi

toujours n boules au total.

(b) En déduire
PNlﬂ“'mNi—l (Nl)

Soientk € {1,...,b+ 1} eti € {2,...,k— 1}. En utilisant la Question 3(a), comme le
tirage est uniforme, la probabilité de tirer une boule noire au i-ieme tirage, sachant que
I’on a obtenu que des boules noires pendant les i — 1 premiers tirages, est de

b—(i—1)

PN]V'TW!’TN,‘,](M) = n

4. De la mé&me facon, en déduire
PNlﬂ“'me,l (Nk)

Si les k — 1 premiers tirages ont donné une boule noire, comme chaque boule noire est
remplacée par une boule blanche, alors il reste b — (k — 1) boules noires et a + (k— 1)
boules blanches dans I’urne et ainsi toujours 7 boules au total. Donc, comme le tirage est
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uniforme, la probabilité de tirer une boule blanche au k-ieme tirage, sachant que 1’on a
obtenu que des boules noires pendant les kK — 1 premiers tirages, est de

_ a+ (k—1
Pyyn--nng 1(Nk) = %

5. En déduire, grice a la formule des probabilités composées, que

(a+k—1)b!
P = n(b—k+1)!

En utilisant la Question 1 et la formule des probabilités composées, on a
P(Yk) = P(N] ) X PN[ (Nz) X PN] NN, (N';) X PN| N--NNg_o (Nkfl) X PNIQ...QN]FI (Nk)
Donc, en utilisant les résultats des Questions 2, 3(b) et 4, on obtient,

b b=l b-(k=2) at(k-1)
bx(bril)x---x (b—n(k—z))x(aj—k—l)
P

bx(b—1)x--x(b—k+2))x(b—k+1)x(b—k)x---x2x1x(a+k—1)

nkx(b—k+1)x (b—k)x -+ x2x1
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Une société de location de vélos possede trois magasins, un a Rosnoén, un a Landerneau et un a Miliza.
Lorsqu’un(e) client(e) loue un vélo, un jour donné, dans une des trois villes, il/elle le restitue le lendemain
dans un des trois magasins, puis un autre client reprend le vélo et ainsi de suite. Une étude statistique a

permis de montrer que, pour un vélo donné :
e s’il est loué a Rosnoén un certain jour, alors il est laissé le lendemain a Landerneau avec la probabilité

%, tandis qu’il est laissé a Milizac avec la probabilité %,
e s’il est loué a Landerneau un certain jour, alors il est laissé le lendemain a Rosnoén avec la probabilité
%, tandis qu’il est laissé a Milizac avec la probabilité % et a ramené a Landerneau avec la probabilité %.
e s’il est loué a Milizca, il est laissé a Rosnoén avec la probabilité %, laissé a Landerneau avec la
probabilit€ 7 et ramené a Milizac avec la probabilité %.

Pour tout n, on note

- “Le vélo se trouve a Rosnoén le n-ieme jour” et rm = P(Ry)
L, : “Le vélo se trouve a Landerneau le n-i¢me jour” et 4, =P(Ly)
M, : “Le vélo se trouve a Milizac le n-iéme jour” et m, = P(M,)

On suppose qu’au départ, le jour 0, le vélo est a Rosnoén.

1. (a) Donner ry, ¢y et my.
Au jour 0, le vélo se situe toujours a Rosnoén, donc nécessairement,

ro=1, lo=0 et mo = 0.

(b) Tracer I’arbre des probabilités correspondant a ce qu’il se passe le jour O et le jour 1.

En utilisant les données du texte, on obtient I’arbre suivant pour les jours O et 1.

(c) Calculer r; et #1 et my.

Comme le systeme (Rg,Lo,Mp) est un systeme complet d’éveénements (le jour O le
vélo se situe soit a Rosnoén, soit a Landerneau, soit a Milizac), par la formule des

9/5
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probabilités totales, on a

P(Ry) = P(Ro)Pry(R1) +P(Lo)Pry(R1) + P(Mo)Pay (R1)
=1 ><O+0><%+0>< 12
=0.

Donc De la méme maniere, on obtient que

51:% et mp =

2. (a) Soitn € N. Recopier I’arbre de probabilités ci-dessous et rajouter les probabilités correspondantes
sur les différentes branches.

En utilisant les données du texte, on obtient,
Rn+l

Ln+ 1

Mn+1

Rn+l

Ln+l

Mn+1

Rn+1

/
gﬂ

Ln+ 1

(b) Montrer que,
1 1
Vn € N, p+1 = Eén—kzmn
Soit n € N. Comme le systeme (R,,, L, M,) est un systéme complet d’événements (le
jour n le vélo se situe soit a Rosnoén, soit a Landerneau, soit a Milizac), par la formule
des probabilités totales, on a

P(Rn+l) :P<R11)PR,7(RIH»1)+P(Ln)PLn(Rn+1)+P(M11)PMH(RI1+1)

1
=r, XO‘FE” X §+mn x 12

Donc, finalement,

1 1
I'n+1 = §€n + 5.

(c) Déterminer une relation analogue entre ¢, et r,, £, et my,.

10/5
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Soit n € N. De maniére analogue, comme le systeme (R,,L,,M,) est un systeéme
complet d’évenements (le jour n le vélo se situe soit a Rosnoén, soit a Landerneau, soit
a Milizac), par la formule des probabilités totales, on a

£n+1 :P(Rn)PR”(Ln+1)+P<Ln)PLn (LnJrl) +P(M;1)PM,7 (Ln+1)

1 1
:ranJrﬁnforman

4
NS P
7411 447 4’/nn

Donc, finalement,

1 1 1
b1 = 7+ Zgn"‘ ZMn-

(d) Déterminer une relation analogue entre my, | et r,, ¢, et m,.

De la méme maniere, on obtient que

Vn e N, My = %rn + %&l + %mn.

3. On introduit, pour tout n € N, la notation

'n

U, =1 ¢,

my

(a) Donner Uj.
En utilisant la question 1(a), on a

1
Upy=1|0
0

(b) A I’aide des questions 2(b), 2(c) et 2(d), déterminer une matrice A € .#3(R) telle que
vneN, Upy1 =AU,.

Soit n € N. A I’aide des questions 2(b), 2(c) et 2(d), on a

T'n+1 %én"‘ %mn 0 % % I'n
U1 = lot1 | = %rn“"%fn‘i‘%mn é % % by | =AUy,
Mp+1 jlrn“rgfn"‘rgmn I 7 3 my
avec { 1
0 5 5 0 2 2
A= |1 i i = 1 1 1 1
i1t 4
17 3 3o

(c) Démontrer alors par récurrence que
VneN, U, =A"Ujp.

Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, la propriété & (n) : « U, = A"Up » est
vraie.

e Initialisation : Montrons que Z(0) est vraie, c’est-a-dire que Uy = A°Uj. Par

convention A” = I5. Donc, on a bien Uy = A°Uj. Donc la propriété Z2(0) est vraie.

11/5
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e Hérédité : Soit n € N. On suppose que & (n) est vraie, ¢’est-a-dire que U, = A"Uj.
Montrons que & (n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que U, | = A" "1 Uj. Par construction

(cf. question 3(b)),
Unt1 = AU,.

Donc, en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient
Upi1 = AU, = AA"Uy = A" 1.

Donc & (n+ 1) est vraie.
e Conclusion : Donc, par principe de récurrence, on obtient

vneN, U,=A"U.

4. On considere la matrice

4 1 0
P=1|3 O 1
5 -1 -1

(a) Montrer que pour tout B € .#3 1 (R), I’équation PX = B admet une unique solution X € .#3 1 (R).

En déduire que P est inversible et expliciter P~

Soient
(04 X
B = B S ///371(R) et X=\|y]| € ///3.1(R)
Y Z
Ona
4 1 0 X o
PX =B & 30 1 y| =18
(5 -1 -1 Z Y
4 4+ y =
& { 3x + z = B
5 — y — z = Y%
4 4+ y =
& { - %y + = ﬁfs%ot
- D - Y—30
4x — y (04
< { -+ o= B3
— 4z = a-3B+y
dx — y =
© { - ot zo= Bs
= —la+3p
4 — y = o
& { y = j0-3B—3v
z —la+3p-1
x = %(XJr%ﬁJrﬁY
© y = 30-3p-3y
z = —j0+3B—71v

1 1 1 1 1 1

BetRbtEn | (%7 1) (3
x= e foodr ) =[5 ) (s

—z0+ 3B 37 -z 1 —i/\7

12/5
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On en déduit que P est inversible et que

1L 1
1 122 12] 12l
A
BT N

I 2 7

(b) On note D = P~'AP. Montrer que A = PDP~ .

Comme P est inversible, on peut multiplier la relation D = P~'AP 4 gauche par la
matrice P pour obtenir,

PD = PP 'AP = AP,

car PP~ = I;. De méme, en multipliant par P! la relation précédente, on obtient
p p p
PDP~ ' =A.

(c) Montrer que D est une matrice diagonale.
En effectuant deux produits matriciels, on a

[D|=P'AP
1

1 1
Looh i\, f0 2 2\ /4 1
O T T I 30 1
o 1)4\s 5 -1 -1
—4 4 T4
1 1 1 1
ERE T
| Z -1 3)(3 0o o
USRS B DS R
i 1 3 2
1 0 0
_ 1
={o =1 o0
0 0 0

(d) En déduire, pour tout n € N, I’expression de D".

En utilisant I’expression de D donnée a la question 4(c), par une récurrence immédiate,
on obtient que

1
vneN, D'=[0 (-4)" 0
0

(e) Montrer par récurrence que,
VneN, A"=PD'P!

Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété
P(n):«A' = PD"'P 5

est vraie.
e Initialisation. Montrons que 2 (0) est vraie, ¢’est-a-dire que A’ = PD°P~!. D’une
part A° = I;. D’autre part, PD'P~' = PLP~! = PP~ = I;. Donc la propriété
2(0) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que la propriété & (n) soit vraie, ¢’est-a-dire que
A" =pD"P!
Montrons que la propriété & (n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

An+l _ PDn-HP_l.
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D’apres la question 4(b), on a A = PDP~ !, donc,
A" = A" x A = A"PDP.
Puis, en utilisant I’hypothese de récurrence, on a
A" = pp'p~'pDP™! = PD"LDP™! = PD"DP~! = pD" T P!

Donc la propriété Z(n+ 1) est vraie.
e Conclusion. Donc, par principe de récurrence, on a montré que

\VneN, A"=pprp!|

(f) En déduire que,

X X
VHGN, A" = i }1 }1
n n n
Bob () AT BHEx(Y
Soit n € N. A I’aide des questions 4(d) et 4(e), on obtient
(A" |=PD"P"!
4 1 0 10 0\/5 & 5
={3 0 1)o@y o) (5 4 A
5 -1 -1/ \o o/ \-1 3 -1
4 1 0 & - -
=(3 0 1 15(-2)" —3(-3)" -3(=3)
5 -1 -1 0 0 0
3133 (2" 5-3x(2)" 3-3x(=)
- i,QZ,L” S lzfl” 5 lzfl”
5-3x(-3) wmtix(-3) #mtix(-3)

(g) En déduire, pour tout n € N, I’expression de U,,.

Soit n € N. En utilisant le résultat de la question 3(c), I’expression de Uy donnée a la
question 3(a) et ’expression de A” donnée a la question 4(f), on obtient que

e S ) (R EERICHIRNG
b= % 5 0
BB Aix Y Erbxh) \o
c’est-a-dire que
J+3x 3
Uy = 1
n
n—3x(=3)

5. (a) Exprimer, pour tout n € N, r,,, £, et m,, en fonction de n.
Soit n € N. En utilisant la question 4(g), et par définition du vecteur U,, on a

e e L T B e e L

(b) Vérifier que,
Vn €N, rnt+l,+m, =1.
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Soit n € N. En utilisant le résultat de la question 5(a), on a

1 2 NN 1 5 2 1\"
)=y 2 () + 5 - 2x (4
11,5

4

+ 12

|

(c) Déterminer les limites des suites (7 )neN, (€n)neN €t (M) nen-
Par propriété sur les suites géométriques,

li 2 0 1< ! <1
m — = = car — — = .
2 2

n—r+-oo

Donc, en utilisant les expressions des suites (75, )nens (€n)nen €t (my )nen trouvées a la
question 5(a), on obtient

lim r, =1 et lim m, =

n—r—+oo 3 n—+-oo

Sl

Et, comme (¢,),cN est une suite constante, on a directement

lim ¢, = J.
n—+-oo

6. (a) Sile vélo se trouve a Landerneau le deuxieme jour, quelle est la probabilité qu’il se trouve a
Milizac le premier jour ?
On cherche a calculer P, (M;). Par la formule de Bayes, on a

P(M)Py, (L2)

P, (M) =
Ly ( ) P( Lz)
Or d’apres 1’énoncé,
1
PMl (Lz) — Z .
Puis, en utilisant le résultat de la question 5(a), on a
P(M)) 5 t P(Ly)=¢ !
=m = — e = = —.
1 1= 2 2=

Finalement, on a On cherche a calculer P, (M,). Par la formule de Bayes, on a

3

1

X
=

3
PLz(M1> =4

A=

Si le vélo se trouve a Landerneau le deuxieme jour, quelle est la probabilité qu’il se

trouve a Milizac le premier jour est de %.

(b) Le fait que le vélo se trouve a Landerneau le premier jour est-il indépendant du fait qu’il se
trouve a Milizac le deuxiéme jour ?
On se demande si P(M,) = P, (M>). Pour cela, on va calculer les deux probabilités.
D’une part, d’apres 1’énoncé, |
=7
D’autre part, en utilisant le résultat de la question 5(a), on a

5 2 1\ 1
PM)=my= > —=x(—2) =~
(Mz) =m2 = 13 3X( 2) 4

Comme P(M,) = P, (M>),

Pr, (M)

les deux événements sont indépendants.
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