Exercice 1 :

TD dérivation

Ensemble de déf. | Fonction Ensemble de dérivabilité | Dérivée

R f(x) = 1322 + 3z — 49 R f'(x) =262+3
R* 9(x) = 3, R* g (@) =—5=

R\ {_% h(l‘) = %.:,_2 R\ {_% h/(x) = (21-—?&)-1)2
[—1, +o0] i(z) =vr+1 ] —1,+00] i'(x) = ﬁ

R flz)=(—x+6)3z—-2) | R f'(x) =20 — 6z
R\ {7} flz) = 5555 R\ {7} f'(x) _(7302—01)z
R f(z) = exp (2?) R f'(x) = 2z exp (2?)
iy f@)= % £y =%

R g(z) = 11_:932 - R 9'(z) = (11:5;2 1

]—\/g,o[u

}—\/E,O[U

h(z) =In (2z — 3) B (x) 22;%2j33r
]\/g’ +oo] ]\/g, +00]
R\(-L 1) i(r) = 75 R\(-11) V)
] =1, 400] fl@)=1+mn(1+2z) =1, too] P =L

Exercice 2 :

1. Graphiquement, f’(—2) correspond au coefficient directement de la tangente au point A . Comme
la tangente au point A est horizontale, son coefficient directeur est de 0 donc f’(—2) = 0. De méme, on
trouve que f/(2) = —2 («quand on avance de un, on descend de deux»).

2. L’équation de la tangente au point d’abscisse -4 est donnée par

y=f' (=)@ +4)+ f(-4)

Or, en utilisant I'expression explicite de la fonction f, on obtient f(—4) = 1. De plus, la fonction f
est dérivable sur [—5, 5] et sa dérivée est donnée par

1 1
pour tout z € [—5,5], f'(z) = -1 % 2(x+2) = —5(1‘ +2)

En particulier, on obtient que, f/(—4) = 1. Donc, I’équation de la tangente au point d’abscisse 4 est
donnée par

y=1x(z+4)+1=x+5

Exercice 3 :
1. Tout d’abord, la fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par,

5(1—a?)
(1+a2)?

Soit a € R. Les tangentes aux points d’abscisses respectives a et —a sont les droites d’équations
respectives,

Ve eR, f'(z)=

y=fa)(x—a)+ fla) et y=f(-a)z+a)+f(-a)
Donc ces deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont les mémes coefficients directeurs, et
donc si et seulement si f/(a) = f/(—a). Or
5(1—(-a)?) 5(1—-d?)
(1+(=a)?)  (1+a?)’
Donc les tangentes aux points d’abscisses respectives a et —a sont paralléles.
2. La courbe Cy admet des tangentes horizontales si et seulement si la dérivée s’annule. Or,

f(=a) = = f'(a)



2
f(x)=0 5(1(1+f)2) & 5(1-2)) & z=louz=-1
T

Donc la courbe Cy admet des tangentes horizontales aux points d’abscisse 1 et -1 .

Exercice 4 :

On consideére la fonction f définie sur |0; 4+o0] par :  Va €]0;+00[, f(z) = \5/—25
La fonction f est bien dérivable sur ]0;4+o0o[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle, et :

N5

ez /T —e 2\1/571 e%.(\/;?)z—egichl ez (x—1)
Vx)? x

N[—=

Vo €]0;+o0of,  f'(z)

Exercice 5 :
1
p(x) =" —zez, x>0

¢ est de classe C3 comme somme et produit de fonctions de classe C3, et, pour z > 0 :

Exercice 6 :
1. Posons
S=14z+2%>+ - +2a™
Alors
rS=x+2>+ -+ 2" 4"t
En faisant la différence, on obtient
S—xzS=1-a"t.
Donc
S(1—xz)=1—a",
et comme z # 1, on a bien
1— In+1
S = —-—-——

1—2x
2.

Posons
T=1+4+2z+322+---+nz" L

On remarque que T est obtenu en dérivant la somme précédente par rapport a x :

17 n+1
Sa)=1tata® s ot =T
— X



Alors
S'(x)=1+20+32>+---+na" ' =T.
II suffit donc de dériver :
1— gt
S(a)=—"—

1—2x

On applique la régle du quotient :

(—(n+ Dam)(1 = 2) — (1= ") (=1)

§'(@) = (1—a)

En simplifiant :
—(n+1)2"(1 —2) + (1 — 2™+

§'(@) = (1—2x)?

Développons le numérateur :

—(n+D2"1—z)+ 1 -2 = —(n+ 12"+ (n+ Dz" ™ +1 — 2"t

=1—(n+1)z" +na"".
Ainsi,

T=142z+32>+ - +nz" ' =

1—(n+1)z" +na"*!

(1—x)?

Exercice 7 : 1. OnaVt € Ry, y/(t) = 2/(t)e™ " —a (x(t) + 2) e~
Mais '(t) = ax(t) + b, de sorte que

vVt € Ry, v/ (t) = ax(t)e” ™ 4+ be~ ™ — azx(t)e ™ —be " =

2. De la question précédente, on déduit que y est une fonction constante :
vt > 0,y(t) = y(0) = z(0) + ¢.
Et donc

Vit >0, (x(t) +

Exercice 8 :
Pour x > 0, on écrit

Ainsi,
fl(z) =€ (Inz +1) = 2%(nz + 1).

Donc, pour tout x > 0,

fl(x)=2"(Inz+1) |

Exercice 9 :



Calcul de la différence Pour x > 0,
Faa (@) = fule) = (Ve " (L= )" —ne (1 —e7")""
(=) (- ) -l
=" (1—e)" T (1= (nt 1e).
Calcul de la dérivée f) ; Pour 2 > 0 (on pourra ensuite évaluer en x = 0), posons
u(z) =e %, v(z) = (1 — e_g”)n,
ainsi fny1(2z) = (n + Du(z)v(z). On a v'(z) = —e~* = —u(x) et, puisque (1 — e‘“’)/ =e " =u(x),
V' (z) =n(l- e_””)n_l -u(z).
Donc, par la régle du produit,

fhoi(@) = (n+1) (v (z) o' (2))
=(n+1) ( e (1—e") —|—67I-nefx(1—eﬂ”)n_1>

— (41 (1—e )" (=14 (n+1)e ).

1
Conclusion En multipliant par — ) on obtient, pour z > 0,
n

1

—mﬂlﬂ(az) = e*””(l — efi)nfl(l —(n+ 1)6730),

qui est exactement ’expression trouvée pour f,1(z) — fn(x). Ainsi

1
n+1

fnJrl(x) - fn(x) = -

fri1(z) pour tout z > 0.

Exercice 10 :
Q= (X —a)(X = B)(X —v) donc Q" = (X = B)(X —7) + (X —a)(X —7) + (X —a)(X = B).

Q=X-N+X-B+X -+ X -a)+ (X =)+ (X -0a)=23X - (a+B+7)).

Soit (v, 3,7) un élément de U.

Notons que : Q" (a) —4aQ’' (o) =2(Ba— (a+ +7)) —da((a =) (a—v)+0+0) = 2((2a—F—7v) —
2a(a — B)(a — 7))

Alors Q" (o) —4aQ’' (o) = 0 <= 2((2a—p—7)—2a(a—pF)(a—7)) = 0 <= 2a—F—v = 2a(a—F)(a—7).

Finalement : Q" (a) — 4aQ’'(a) = 0 <= 2a(a — B)(a —v) =2a— B — 7.

De meme Q" (8) — 48Q(8) = 0 <= 28(8 — a)(B—~) = 28 — a 1.

On a encore Q" (7) —4vQ'(7) =0 <= 2y(y—a)(y—B) =2y —a — 5.

(a,B,7 ) est un élément de U et Q@ = (X — a)(X — B)(X — 7). (@, 8,7 ) est solution de ( S ) si et
seulement si Q" —4X Q' admet pour racines «, 3, .



