Mathématiques - ECG1 TD 18 — Séries numériques

Exercice 1- Etude &la main d’une série (» » ). On considere la série Y u, ot pour tout k € N, uy =
1.

Nk

TD 18 — SERIES NUMERIQUES

—k ok *
Déterminer la monotonie de la suite des sommes partielles (Sy)nen- ©
Montrer que, pour tout k € N, 0 < u; < e k.

En déduire, pour tout n € N, un encadrement de S,,.
En déduire que la série ) u; est convergente. On note S sa somme.

Montrer que e

S<——.
e—1

Correction.

1.

La série étant a termes positifs (car, pour tout k € N,u; > 0) donc on sait que la suite des sommes
partielles (S, ).en est croissante. On peut re-démontrer ce résultat de la maniére suivante.

n+l1

VYneN, Spal— Zuk Zuk—un/

Donc, la suite (S, ),en est bien croissante.
Soit k € N. On a, en utilisant la décroissance de la fonction inverse sur R},

_ _ 1 1 _
e*>0 donc ehre® ek donc — < — donc up<e k
ek+ek ek

De, plus, ek+e % >0 donc u; 2> 0. Finalement, on a bien montré que
VkeN, O<uy<e™
D’apres la question précédente, on a
VkeN, Osukse_k

Donc, en sommant ces inégalités, on obtient
$ k
VneN, 0<§ uksge‘

Or, la somme de droite est une somme géométrique, donc on peut la calculer de maniere explicite

comme suit,
—e —(n+1)

n
“1yk
VneN, k;)e Z( )= R

Donc,
1=- e—(n+l) 1
<

VnEN, 0<S, < el X 1—e-!

Dong, la suite des sommes partielles (S, ),en est croissante et majorée. D’apres le théoreme de la
limite monotone, elle admet une limite finie, que I’on note S, c’est-a-dire que la série ) uy converge et
sa somme est donnée par S.

Comme la suite (S,,),en converge vers S et comme —1 < el <1,

1 —e (D) 1 e

l-e! no+eo -l e-1

en passant a la limite dans I'inégalité

VneN, 0<S, <

on obtient
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Exercice 2 — Série télescopique (« = ). Pour tout entier n > 2, on pose u, = ln(l - %) .

1. Déterminer la limite de la suite (u,),>>. Peut-on conclure sur la nature de la série Y uy ?
k>2
2. Pour tout n > 2, transformer 1’expression de u,, pour faire apparaitre un télescopage.

3. En déduire que la série ). u; est divergente.
k>2
Correction.
1. Ona

1
Vne2, unzln(l—f) — In(1)=0

n) n—+oo

On ne peut rien conclure sur la convergence de la série !
2. Ona

1 -1
Vn>2, u,,:ln(l—f):ln(n—):ln(n—l)—ln(n).
n n

3. On peut expliciter la suite des sommes partielles (S, ),en grice a un télescopage de la maniére suivante,

n

Vn>2, Sn= iuk = > (In(k-1)-1In(k)) =In(1) —In(n) = - In(n).
=2 k=2

Dongc, la suite des sommes partielles (S, )nen diverge vers +oo, ¢’est-a-dire, la série Y. uy est diver-
2
gente.
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In(1+1)

Exercice 3 — Série télescopique (« » ). Pour tout entier n > 2, on pose u, = NOICDE

1. Déterminer la limite de la suite (u,),>>. Peut-on conclure sur la nature de la série Y uy ?
k=2
2. Pour tout n > 3, transformer 1’expression de u,, pour faire apparaitre un télescopage.

3. En déduire que la série ). u; est convergente et calculer la somme de cette série.

k23

Correction.

I. Ona 1 1

V}’lE?Z, I/tn:]n(l_‘.f)i — 0.
n/ In(n)In(n+1) n—>+eo
On ne peut rien conclure sur la convergence de la série !
2. Ona
1 1
Vn 23, Uy = In(1+;) In (") _In(n+1)-In(n) 1 1

(1) n()n(r+ 1) In(a)n(r+1)  In(n) In(n+1)

3. On peut expliciter la suite des sommes partielles (S, )nen grice a un télescopage de la maniére suivante,

a1 1 1 1
Vi3, Si=Yuy= - b
8 ,;“" kz::z(ln(k) 1n(k+1)) n(2) In(n+1)

Donc, la suite des sommes partielles (S, ),en admet une limite finie donnée par ﬁ, c’est-a-dire, la
série . u; converge et sa somme est donnée par

k23
Ji" 1
Up = ———
k=3 In(2)
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Exercice 4 — Série télescopique (« » ). Pour tout entier n € N*, on pose u, = m

1. Déterminer les réels a, b et c tels que

c

a b
VneN*, Up=—+——+ .
n n+l n+2
2. Pour tout n > 1, déterminer I’expression de S, la somme partielle d’ordre n, en fonction n en utilisant
des télescopages.
3. En déduire que la série ). u; est convergente et calculer la somme de cette série.
k>1
Correction.
1. Soit 7€ N*. En mettant les fractions au méme dénominateur, on a

a, b ¢ an+1)(n+2)+bn(n+2)+cn(n+1) (a+b+c)n*+Ba+2b+c)n+2a
non+l n+2 n(n+1)(n+2) - n(n+1)(n+2)

Ainsi, par identification de polyndme, I’égalité

a b c
VneN*, Up=—+— + ——.
n n+l n+2
est vérifiée si et seulement si
a+b+c=0
(S) 4 3a+2b+c=0
2a=1
En résolvant ce systeme linéaire, on obtient
1 1
a=—, b=-1, c=-
2 2

Et donc, finalement,

1 1 1 1 1
VneN*, Up= —X————+=X .
2 n n+l 2 n+2

2. Soit n € N. En utilisant I’égalité de la question précédente, on obtient

2 1 2
LB i)
28k k+1)25\ k+2 k+1

1 I
T2(n+2) 2(n+ )

3. En utilisant le calcul de la question précédente, on obtient que la suite des sommes partielles (.S, ),en
admet une limite finie donnée par %, c’est-a-dire la série ) uy converge et sa somme est donnée par

*i" 1
W= —
k=1 .
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Exercice 5 - Convergence et Somme (» » ). Déterminer la nature des séries suivantes et en cas de
convergence, donner la somme de la série.

k (=1)*! k(k=1)2%2
L. Z (-2) 6. Z SRR 1. Z I
keN keN k=2
1 (=2)F k(k—1)2*
203 % 7355 12. ) S5~
keN keN k=2
| (Gl k3
3 Xw 8. 2 =7 13 Fa
keN keN k=0
Skt k (-2
4oyl 0. Y & 14. Y E
keN keN* keN
k k+1
5. Z k 10 Z o) 15 Z =T
keN keN keN
Correction.
Série Convergence Somme
1 S (-2)F Divergence grossiére
keN
+o00
2 Z 3]7 Convergence (série géométrique avec g = %) 3% = %
keN k=0
+o00o
1 ‘o . |
3 Z bl Convergence (série exponentielle avec x = 1) m=e€
keN k=0
+o00
k+1 . , L. k+1
4 Z 25k Convergence (série géométrique avec g = %) 25—,( = %
keN k=0
5 Z k Divergence grossiere
keN
(D! ~ - | S e
6 Z e Convergence (série géométrique avec g = —3) Z T =7
keN k=0
(-2)* i - D
7 Z R Convergence (série exponentielle avec x = -2) Z 0=
keN k=0
3! i - (G M BV
8 Convergence (série exponentielle avec x = -3 =—zxe"
al g p a
keN k=0
+o00
9 > Convergence (série géométrique dérivée ordre 1 avec g = 1) > 3% =2
keN* k=1
+ 00
10 Z ﬁ Convergence (série géométrique dérivée ordre 1 avec g = —%) Z (_];) T = —%
keN k=0
. +00
k(k=1)2"2 S e k(k=1)2k2
11 Z (3A7_)2 Convergence (série géométrique dérivée ordre 2 avec g = %) ( 3k_)2 =54
k=2 k=2
+ A
k(k—-1)2F e e 2 =2 k(k-1)2% 200
12 Z =i Convergence (série géométrique dérivée ordre 2 avec g = £) z 5= = 97
k2 - k=2
+0o
13 /‘4%3 Convergence (somme de deux séries géométriques) k:—,f = %
k>0 k=0
too k+2
(—1)k+2k L. , . oy _ 1 D% __ 3
14 Z —— Convergence (série géométrique dérivée ordre 1 avec g = —3) Z =16
keN k=0
+o00
k+1 Lt 4 Lt k+1 _ 3
15 A Convergence (somme de deux séries géométriques) 36T < g
keN k=0
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TD 18 — Séries numériques

Exercice 6 - Convergence et Somme (» » ). Déterminer la nature des séries suivantes et en cas de

convergence, donner la somme de la série.

2

- > g qe]-1,1[, meN 4. Z’;—k
k=m keN

2 2 g€ -1 5. %
keN keN

k
Z e Z (k+l)'

keN

Correction.
1. La série

k>m

k(k+1)
7. Z (k++1)!
keN

3 Z k22k

keN

9. Y In(1-%)

k>2

est une série géométrique tronquée, convergente car g €] — 1, 1[ (la nature d’une série ne dépend pas de

ces premiers termes) dont la somme est donnée par

m—1 1 1=—g™ m

k q q
9=2,9-.,9= - = :
D

1-¢

q

2. Remarquons que
Vke N, ¢ =()"

Z q2k

keN

Donc la série

est une série géométrique convergente car g% €] — 1, 1[ (car g €] - 1,1[) dont la somme est donnée par

1
1-g%

+ 00
§ q2k —
k=0

3. On ne reconnait pas une série usuelle, repartons aux sommes partielles. Soit 7 € N. On a, en simplifiant,

puis en effectuant le changement d’indice k' = k-1,

Or, la série Z 21 converge (sé€rie exponentielle de parametre 2). Donc la série y &2 b converge et sa

somme est donnée par
+00 k2k +o0 2k

— =23 =2
& kT 5k

4. On remarque que,

3k 3k

2 _ k-2 k-1
VkeN, k—:wzéxk(k—l)(%) +1xk(1) .

Or les séries

sanfl)” @ )

convergent car ce sont des séries géométriques (dérivée d’ordre 1 pour la seconde) de parametre

1 €] -1, 1[. Par conséquent, la série
k2

L3

converge par combinaison linéaire de séries convergentes. Et sa somme est donnée par

:i:];i k(k31)+k 1+fk(k 1)( )"‘2 1+Z°:° (1)"—1:;
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5. On reconnait pas une série usuelle, repartons aux sommes partielles. Soit n € N, par linéarité et en
effectuant le changement d’indice &’ = k— 1 dans la premiére somme, on obtient,

Lkl Xk 1 & 1 ol Kl
N M DI e R I RO DI
=0 Kk Sk S (k=D Sk Sk Sk
Or la série |
k!
est convergente (série exponentielle). Donc la série
k+1
k!

est convergente et sa somme est donnée par

+ 00 k+l +o00o 1 +o00o 1
Pl sl loge
im0 k' ok k!
6. Soit n € N. En effectuant un changement d’indice, on a
n 2k n+l 2k—1 114l 2k
,Z(:)(m I =Y =1

Or la série
2k

e k!
est une série exponentielle (tronquée) donc convergente. Donc la série

o

keN (k+1)!

converge également et sa somme est donnée par

+o0 2k 1+<>02k 1 +002k 1
YIRS L S | SE IR VPR
k+1)! 25K 2\& K

k=0 k=1 2
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Exercice 7 - Comparaison pour les séries a termes positifs. Déterminer la nature des séries suivantes

1 In(k) 1
1. . 3. ———
,; k21n(k) ,; k g;) (2k+1)2

Correction.
1. Pour tout k > 3, k > e et donc par croissance de la fonction logarithme sur ]0,+oo[, In(k) > 1. Donc par
décroissance de la fonction inverse sur ]0,+oo[, on obtient

1 1

Vk>3,  0<——— < —.
(k) K2

Or, la série
1

L
converge car 2 > 1 (série de Riemann). Donc, par comparaison pour les séries a termes positifs, la série

> 1
k2In(k)
converge.

2. En utilisant de nouveau le fait que pour tout k > 3, In(k) > 1, on obtient

1 < In(k)
k

Vk>3, 0%

=

Or, la série
>
k
diverge car 1 < 1 (série de Riemann). Donc, par comparaison pour les séries a termes positifs, la série

in(k)

2%

diverge.
3. En développant, on a
Vk>0,  (2k+1)?=4k* +4k+1>4k>.

Donc par décroissance de la fonction inverse sur |0, +oco[, on obtient

1 1

Vk20,  0< <.
(2k+1)2 ~ 4k2

Or, la série
1

L

converge car 2 > 1 (série de Riemann). Donc, par comparaison pour les séries a termes positifs, la série

1
Z(21<+1)2
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Mathématiques - ECG1

Exercice 8 - Convergence absolue. Déterminer la nature des séries suivantes
(_1)k+1 (—l)ke_k
Ly U .y B
keN* k\/]; keN* k
Correction.
1. Ona: ol
—1)** 1 1
veens, |G L1
ek | Rk k2
Or la série 1
i
converge car % > 1 (série de Riemann). Donc la série
(_] )k+1
2z kVk
converge, c’est-a-dire la série
(_1 )k+1
2z kk

converge absolument donc converge.
1\ka—k
VkeN™, ’( De
k2

2. Ona:
car, pour tout k € N*, e™® < 1 par décroissance de la fonction exponentielle sur R. Or la série
1
L
converge car 2 > 1 (série de Riemann). Donc, par comparaison de séries & termes positifs, la série

-1 ke—k
s e

converge absolument donc converge.



