Dérivation d’une fonction

1 Etude locale de la dérivée

2 Etude globale de la dérivée
3 Dérivées sucessives



Pour bien démarrer : Connaitre les dérivées usuelles

VxeR, f(x)=k VaeR, fl(a)=0 (u+v) =u' +2

Vx€eR, f(x)=x" YaeR, f'(a)=na"" (ku)' = ku' pour k € R

VxeR", f(x) = % VaeR", f'(a) = —[l,;il (uxv) =u' xv+uxy'
1 v’
Ve RS, f(0) =1 | Vaer®, f)=-1 (1) =-=
! ! )—U V'
VxR, f(x)=yi | Va€R f(a)=5 (3) ==

VieR f(x)=¢' | VaeR, fla)=¢ () =™ et (Vi)' =

(In(u)) = % et (exp(u)) = u' xexp(u)

VxeRY, f(x) =In(x) YaeR:, fl(a) = i

Le but de ce chapitre est de démontrer ces formules qui étaient jusqu’a présent admises et donc

d’expliquer la construction de la notion de dérivée.

1 Etude locale de la dérivée

1.1 Dérivabilité en un point
Définition 1.1 Soient f: I — R et a € I. On dit que la fonction f est dérivable au point a si le taux

d’accroissement de f en a, c’est-a-dire le nombre réel

f(x)—f(a)

x—a
admet une limite finie lorsque x tend vers a. Si c’est le cas, on appelle nombre dérivé de f en « et on

note f'(a), la valeur de cette limite, ¢’est-a-dire

oy S =fla) o flath) = f(a)
o) = iy E= - PG

Exemple 1.2 — Preuve de la dérivée de la fonction x - x*. On considére la fonction f:R — R définie

par
Vx€eR, flx) = X

Montrer que, pour tout a € R, la fonction f est dérivable au point a et que
f'(a) = 2a.
Soit a € R. Le taux d’accroissement de f en a est donné par,

2 2 )
fW=-fla) _¥-d _(-a)ata)

VxeR, x#a, =
x—a x—a x—a
Donc,
TIACO A CO TR
x—a X—a x—a

Donc, la fonction f est dérivable au point a et

f'(a) = 2a.
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Exemple 1.3 — Preuve de la dérivée de la fonction x — /x. On considére la fonction f : [0, +0o[ > R
définie par
Vx€[0,+00[,  f(x)=vx
Montrer que, pour tout a > 0, la fonction f est dérivable au point a et que
1
!
a)=—
flay= 57

mais que la fonction f n’est pas dérivable en 0.

Soit a > 0. Le taux d’accroissement de f en a est donné par,

fO)~fla) _ Vi-ya

_ (VA= Va) X (3 +a)
(x—a)x (VX +va)
_ W’ -(ay
(x—a) X (V3 +a)
" —a)x (Vx+Va)
1
VRt a

Vx€[0,+00[, x #a,

Donc,

f) - f(a) L

li = lim = —
x—=a X—da x—a \/}4_\/6 2\/5

Donc, la fonction f est dérivable au point a et

eR

] 1
f(a)Zm

Par contre, le taux d’accroissement de f en O est donné par,

Vx €[0,+o0[, x#0, Mzﬂ_ 1

x—0 X _ﬁ
Donc,
- f(0 1
A Colt AC) NN AN
x—0 x—0 x—»O\/}

Donc, la fonction f n’est pas dérivable en 0.

Exemple 1.4 Soient f : R - R, g: R — R et a € R. On suppose que f et g sont dérivables au point a.
Montrer que la fonction f + g est dérivable au point a et que

) ! !
(f+8)(a) =f(a)+g(a)
Le taux d’accroissement de f + g en a est donné par,

(f+8)(0) — (f+g)a) _ f(x)+g(x)—fla) —g(a) _ f(x)—~fla) g(x)—s(a)

X—a X—a X—a X—a

VxeR, x+a,

Or, les fonctions f et g sont dérivables au point a, donc

i IOy o g S8 g

Donc, par somme,

i S8~ (f+g)a) _

x—a xX—a

! I
f(a)+g(a) eR
Donc, la fonction f + g est dérivable au point a et

(f+8)(a) = f'(a)+¢'(a)
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1.2

Dérivabilité a gauche/a droite
Définition 1.5 Soient f: 1 - Reta €.
* On dit que la fonction f est dérivable a droite au point a si le taux d’accroissement de f en a
admet une limite finie lorsque x tend vers a”. Sicestle cas, on appelle nombre dérivé a droite
de f en a et on note f;(a), la valeur de cette limite, ¢’est-a-dire

@) = i L) =)

* On dit que la fonction f est dérivable a gauche au point a si le taux d’accroissement de f en a
admet une limite finie lorsque x tend vers a . Si ¢’est le cas, on appelle nombre dérivé a gauche
de f en a et on note f;(a), la valeur de cette limite, ¢’est-a-dire

@) = f(a)

! .
a) = lim
fola) = lim 252

¢ On dit que f est dérivable en a lorsque f est dérivable a droite en a, f est dérivable a gauche en a
et que fy(a) = f;(a). Dans ce cas, le nombre dérivé de f en a est donné par

£'(a) = f4(a) = fo(a).

Exemple 1.6 On considere la fonction f définie sur R par

3 .
X six<O0

VxeR, f(x)= Fx) =2 F(x) = In(x)
¥ In(x) six>0 -

+00

[=Yo]

Montrer que la fonction f est dérivable en 0.
& Gestes Invisibles/Automatismes. La fonction a une expression différente sur ] — 0o, 0[ et

sur ]0, +oo[. Pour étudier la dérivabilité en 0, on étudie la dérivabilité a droite et & gauche.

* Le taux d’accroissement de f en O a droite est donné par

f(x)=£(0) _ #In(x)-0
x—0 x—0

Vx>0, = xIn(x)

Donc, par croissances comparées,

L T@) = £(0)

Jim == =0eR
Donc f est dérivable a droite en 0 et fL',(O) =0.
e Le taux d’accroissement de f en 0 a gauche est donné par

vico, LSO X0

Donc,

i

x—0"

. f(x) - f(0)
m T=OER

Donc f est dérivable a gauche en 0 et fé(O) =0.
* Conclusion. La fonction est f est dérivable a droite et a gauche en O et,

£4(0) = £,(0) =0

donc la fonction f est dérivable en O et

f0)=0
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Exemple 1.7 Etudier la dérivabilité de la fonction valeur absolue en 0.

A Gestes Invisibles/Automatismes. La fonction valeur absolue a une expression différente sur
]—00,0[ et sur ]0,+o00[. Pour étudier la dérivabilité en 0, on étudie la dérivabilité a droite et a
gauche.

e Le taux d’accroissement de f en 0 a droite est donné par

S =£(0) _ Ixl =10 _ x| _x

Vx>0, x=0 x=0 =x x|
Donc 0
im X210 g
x—0* x=0

Donc f est dérivable 2 droite et £;(0) = 1.
* Le taux d’accroissement de f en O a gauche est donné par

J&x)=f(0) _ Ix[—f0] _ |x] _—x

vx <0, =0 - x=0 ~x - x-"!
Donc
fim 22O e g
x—0" x=0

Donc f est dérivable a gauche et fg'(O) =—1.
» La fonction valeur absolue est dérivable a gauche et a droite en 0 mais les dérivées a droite
et a gauche en 0 ne coincident pas, la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

1.3 Interprétation géométrique de la dérivée en un point

Proposition 1.8 Soient f : I — R et a € 1. Notons Cy la courbe représentative de la fonction f.
* Si f est dérivable en a, alors la tangente au point d’abscisse a a Cy est la droite d’équation

!
y=f(a)(x—a)+f(a).
* Si le taux d’accroissement en a diverge vers + 00, c’est-a-dire si

L f0) = /(@)

= ioo7
x—a X—a

alors C admet une tangente verticale au point d’abscisse a, d’équation x = a.

Exemple 1.9 On a représenté ci-dessous la courbe représentative de la fonction f définie sur [—5,5].
Déterminer graphiquement f'(—1) et £'(3).

Graphiquement, f '( 1) correspond au coefficient directement de la tangente au point A. Comme
la tangente au point A est horizontale, son coefficient directeur est de O donc f’(l) =0. De
méme, on trouve que f '(3) = 2 («quand on avance de un, on monte de deux»).
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a) Pente moyenne & pente instantanée

L x d’accroissemen o4
e taux d’accroissement Le nombre dérivé

f@) = f(a) £
r—a correspond au coefficient directeur de la tangente au point
correspond au coefficient directeur de la droite passant par d’?b50i55‘§ a. Cela correspond a regarder la pente entre deux
les points (a, f(a)) et (x, f(x)). Lorsque les deux points sont points «trés proches» et donc de regarder «la pente instanta-
«€loignés», cela correspond a «la pente moyenne». nee».

b) Deux défauts possibles de dérivabilité : cassure & pente infine

N
4

La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en O car elle y
présente une «cassure» : la pente a gauche de 0 est différente
de la pente a droite de 0. Cela signifie que la fonction valeur
absolue est dérivable a gauche et a droite de zéro mais que les
dérivées a droite et & gauche ne sont pas égales.

La fonction racine carrée n’est pas dérivable en O car elle y
présente une «pente infine» ou autrement dit une asymptote
verticale. Cela signifie que la limite du taux d’accroissement
en O est infinie.

c) Fonction définie par morceaux : probléme(s) de recollements
Pour une fonction définie par morceaux, divers problemes peuvent apparaitre au(x) point(s) de jonctions.
¢ Pour qu’une fonction soit continue au(x) point(s) de jonctions, il suffit de pouvoir «recoller» les deux
expressions.
* Pour qu’une fonction soit dérivable au(x) point(s) de jonctions, il suffit de pouvoir «recoller» les deux
expressions avec «la méme pente».

> N

La fonction n’est pas continue en 0 car les «deux morceaux La fonction est continue en 0 mais pas dérivable en O car les
ne se recollent pas». «deux morceaux se recollent mais pas avec la méme pente».
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1.4

Développement limité & l'ordre 1

Proposition 1.10 Soient f: I - R eta € 1. Si f est dérivable en a alors f admet un développement
limité a ordre 1 en a, c’est-a-dire qu’il existe une fonction € telle que, pour tout x € I «suffisamment
proche de a», on a

f(x) =f(a)+f’(a)(x—a)+(x—a)£(x—a) avec )lci_lgs(x—a) =0.

En particulier, pour x «suffisamment proche de 0», on a,

e = l+x+xe(x) avec lin(l)s(x) =0
X—

In(x+1) = x+x&(x) avec lirré?:(x) =0
X—

De manicre informelle, cela signifie que si on «zoome suffisamment fort» sur la courbe de la fonction
autour du point (a, f(a)), la courbe de la fonction «ressemble beaucoup» a sa tangente au point
d’abscisse a. On dit que localement autour d’un point, on peut confondre la courbe de la fonction et sa
tangente.

| |
25 29
Mais si on «zoome suffisamment fort», la courbe du loga-
rithme et de sa tangente en e sont quasiment confondues. De

Globalement, les courbes du logarithme et de sa tangente en maniere informelle, on peut dire que, au «voisinage de 0», on
e sont tres différentes. a

In(1+x) = x.

Exemple 1.11 Calculer la limite suivante
. e -1
lim —————.
x—0 111(1 + x)
A Gestes Invisibles/Automatismes. On peut commencer par regarder ce qu’il se passe de
maniere informelle «autour de 0» en remplacant les fonctions par leur développement limité :

e -1 . l+x—1
lim———— = lim—— =1
x—0 ]]1( 1 +X) x—0 X

La fonction exponentielle est dérivable sur R et donc en a = 0 donc il existe une fonction € telle
que pour tout x € R «suffisamment proche de 0», on a

¢ =1+x+xe(x) avec lin(l)e(x) =0.
X
De méme, la fonction x + In(1 + x) est dérivable sur ] — 1, +00[ et donc en a = 0 donc il existe
une fonction & telle que pour tout x €] — 1,+00[ «suffisamment proche de 0», on a

In(1+x) =0+x+x&(x) avec lirr(l)f—:(x) =0.

Donc, finalement, pour tout x €] — 1, +0o[ «suffisamment proche de 0», on a

¢ -1  x+xe(x) 1+e(x)
In(1+x) x+x8(x) 1+&x)

Donc
X
e —1

lim——— =1
20 In(1+x)
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2.1

Proposition 1.12 Soient f: I - Reta € I.
* Si la fonction f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a.
» Laréciproque est fausse : si une fonction est continue en un point, elle n’est pas forcément dérivable

en ce point.

Attention, attention et encore attention. La réciproque est fausse ! La fonction valeur absolue est continue
en 0 mais pas dérivable en 0. De méme, la fonction racine carrée est continue en 0 mais pas dérivable
en 0. Cf. graphes de la Section 1.3. b)

Etude globale de la dérivée

Dérivabilité sur un intervalle
Définition 2.1 Soit f : I — R. On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point de I. On
définit alors sa fonction dérivée par

fi1 — R
x = fi(x)

On appelle ensemble de dérivabilité de f le plus grand ensemble sur lequel f est dérivable.

Proposition 2.2 Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle /.

Proposition 2.3 — Dérivabilité des fonctions usuelles.
« Les fonctions constantes, x — x", exp, In sont dérivables sur leur ensemble de définition.
* La fonction inverse est définie, continue et dérivable sur ] — oo, 0[ et sur 0, +oo[.
* La fonction racine carrée est définie et continue sur [0, +0o[ mais seulement dérivable sur ]0, +0o[.
* La fonction valeur absolue est continue sur R mais seulement dérivable sur ] — 0o, 0[ et ]0,+o00o][.

Le fait de connaitre la dérivabilité des fonctions usuelles permet, en reconnaissant des taux d’accroisse-
ments, de résoudre 1’indétermination de certaines limites.

Exemple 2.4 — @ Calculer une limite. (#) Calculer les limites suivantes

i) lim In(1+x) i imS—L i) fim AL
x—0 X =0 X h—0 h

i) La fonction f : x = In(1 + x) est dérivable sur ] — 1,+00[ et en particulier en a = 0 donc

Gl () 7S SN Y (G 2))

x—0 x—0 : x—0 X

=1.

ii) La fonction g : x - ¢" est dérivable sur R et en particulier en a = 0 donc

. g(x)—g(0) _ . e =1
121(1) =0 =g(0) c-a-d 1¥1Hrn0 — =1L

iii) La fonction j : x — /x est dérivable sur ]0, +0o[ et en particulier en a = 1 donc

I J(L+h)—g(l) .I(l) sd i Vi+h-1 1
m-—-= -a- m— = —.
h—0 h / o h—0 2
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2.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 2.5 Les combinaisons linéaires, le produit, I’inverse, le quotient et la composée (s’ils sont
bien définis) de fonctions dérivables sont des fonctions dérivables.

i Dés qu’on peut, on étudie directement la dérivabilité d’une fonction par opérations sur les fonctions
usuelles qui sont dérivables. On étudie la dérivabilité via le taux d’accroissement seulement aux points
pathologiques : lorsqu’il y a un changement d’expression de la fonction, ou une racine carrée/valeur
absolue dans 1’expression de la fonction.

Exemple 2.6 Montrer que la fonction suivante est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

ft: R — R

X
* T+
P Gestes Invisibles/Automatismes. Il y a une valeur absolue dans I’expression de la fonction :
probleme potentiel de dérivabilité en 0! On peut aussi voir cette fonction comme définie par
morceaux, il y a donc un potentiel probleme a la jonction.

— six=0

Vx€eR, f(X)Z 1+x fx)=x/(1-x) R fx)=x/(1+x)

e six<0

e Sur [0,400].

. X
Vx €]0, +oo[, f(x)_l_-m
La fonction x +— x est dérivable sur R donc a fortori sur ]0,+0co[. La fonction x - 1 + x
est dérivable sur R donc a fortori sur ]0, +0o[ et ne s’annule pas sur ]0,+00[. Donc, par
quotient, la fonction f est dérivable sur ]0, +o0o[ et

Ix(1+x)—xX1 _ 1

Vrelo ool f(x)= (1+x)2  (1+x)?

* Sur ] —00,0[. On montre de méme que f est dérivable sur ] — 0o, 0[ et

=1><(1—x)—x><(—1)_ 1

Vxe]-o0,0[,  f(x) (1-x)? C (1-x)?

¢ Dérivabilité en O via le taux d’accroissement.

WO L )= A(0)

VxeR =
* x=0 T+ x| 0 x—0

=1eR

Donc f est dérivable en O et
F)=1

¢ Finalement, la fonction f est dérivable sur R et

o) six>0

!
VxeR, f(x)= (l—l.x)2 six<0
1 six=0
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Exemple 2.7 On considere la fonction f définie sur R par

X .
€ six=0

1-x* six<0 /

y=rx)

VxeR, f(x)=

1. Faire une conjecture sur la continuité
et dérivabilité de la fonction a partir
du graphe.

2. Montrer que f est continue sur R et
dérivable sur R*.

& Gestes Invisibles/Automatismes. Fonction définie par morceaux : probleéme potentiel de
continuité et dérivabilité a la jonction, c’est-a-dire en x = 0. De plus, comme elle est définie par
morceaux, pour étudier la continuité et la dérivabilité, il faut faire les limites a droite et a gauche.

1. Le graphe ne comporte pas de «trous», donc la fonction semble continue. Mais on observe
une «cassure» (changement de pente) autour de 0, donc la fonction ne semble pas dérivable
en 0.
2. * Sur ]0,+oo].
Vx €]0,+00[, fx)=¢"

La fonction x + €" est dérivable sur R donc a fortiori sur ]0, +oco[. Donc la fonction
f est dérivable sur ]0,+oo[ et donc continue sur ]0,+00[.
e Sur |—00,0[.
Vrxe]-00,0[, flx)=1-x

La fonction x - 1 —x° est dérivable sur R (fonction polynomiale) donc a fortiori
sur ] — 00,0[. Donc la fonction f est dérivable sur ] — 00,0[ et donc continue sur
]—00,0[.
« Etude au point de jonction (en x = 0).
— Etude de la continuité en 0.

lim f(x)=lime'=1 / limf(x)=1liml-x"=1 / f(0)=1

x—-0t x—-0% x—0~ x—0~

Comme
lifggf(x) = lir(ggf(x) = £(0).

la fonction f est continue en 0.
— Etude de la dérivabilité en O grace au taux d’accroissement.

~ £(0 Y ~ £(0
fim 2SO el g im LSO Coer
x=07" x—=0 -0t X x—=07 x=0 x—=07

La fonction f admet une dérivée a droite et a gauche en 0, mais ces deux dérivées
ne coincident pas. Donc la fonction f n’est pas dérivable en 0.

Au final, la fonction f est continue sur R et dérivable seulement sur R*.
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2.3 Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 2.8 Soit f : I — J une fonction bijective de 7 sur J, de bijection réciproque f ol

On suppose que
@ la fonction f est dérivable sur 7,

@ la dérivée de f ne s’annule pas sur /.
Alors f ! est dérivable sur J et

1

Vx ) =z ———.
D)

Démonstration. On sait que
Vel  (fof )(x)=x
En dérivant cette égalité, on obtient que,

-1 1, 1
Vxeld, f ()xf(f (x)=1
Comme f " ne s’annule pas, on obtient que

Vx ) = .
= VIR

Exemple 2.9 On considere la fonction f définie sur [ = ]O, %[ par

Vxel, flx) =2¢ V.

1. Montrer que f réalise une bijection entre / et un intervalle a déterminer.
2. Onnote g = f ! Justifier que g est dérivable sur J et que

2y/g(x
VAR pe— L L -
e (1-28(x))
1. Pour montrer que f réalise une bijection entre / et un intervalle a déterminer, on va
appliquer le théoréme de la bijection.

@ La fonction f est définie sur I’intervalle /.

@ La fonction f est continue sur /.

® Montrons que la fonction f est strictement croissante sur /.

(P) La fonction est dérivable sur / et
—X
I _e (=29

Vxel, f(x)=2x(-¢" )\/}+2e7'2—\/}= 7

(E) L'équation f (x) = 0 n’admet aucune solution dans /.
Donc, d’apres le théoreme de la bijection, la fonction f réalise une bijection de I sur

2712
ey

2. Comme f est dérivable sur / (par produit) et f’ ne s’annule pas sur /, sa bijection réciproque
est dérivable sur J. De plus,

VxeJ, flg(x)) =x c-a-d 2exp(—g(x))g(x) = x.
Donc, en dérivant cette formule, on obtient,

2y/g(x)

VxelJ, (x) = — Yol
#0001 2600)
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3 Dérivées sucessives

Définition 3.1 Soit f : I — R une fonction. On définit les dérivées successives de f sur I par
0
fO=r
VneN, FD = (£ 3 condition que £ existe
* Soit n € N. Si la fonction f (") est bien définie, on I’appelle la dérivée n-ieme de f ou la dérivée

d’ordre n de f. On dit que f est n fois dérivable sur /.
* Si, pour tout n € N, f est n fois dérivable sur /, on dit que f est indéfiniment dérivable sur /.

Exemple 3.2 Calculer les dérivées successives de la fonction f définie sur R par

Vx €R, f(x) ="

® Dans un premier temps, on justifie que la fonction est indéfiniment dérivable. La
fonction f est infiniment dérivable sur R en tant que fonction polynomiale.

@ Dans un second temps, on calcule les dérivées successives. De plus, en dérivant succes-
sivement, on obtient,

Vx€eR, flx) = xt
Vx €R, ) = 4%,
Vx€eR, ) =124,
VxeR, ) = 24x
VxeR, A = 24,

puis,
Vn =5, Vx €R, f(")(x) =0

Définition 3.3 Soit f : I — R une fonction.
1. Ondit que f est de classe C "surIsi f est dérivable sur I et que f’ est continue sur /.

2. On dit que f est de classe C*surlsi f est 2 fois dérivable sur [ et que f" est continue sur /.
3. On dit que f est de classe C™ sur I si elle est n fois dérivable pour tout n € N.

2 Pour montrer qu’une fonction est de classe C Usur 1 , il s’agit de montrer :
e qu’elle est dérivable sur / et calculer sa dérivée,
* et que sa dérivée est continue sur /.

En particulier, une fonction dérivable n’est pas forcément de classe C ! , il ne faut pas oublier de discuter
de la continuité de la dérivée.

Proposition 3.4 Les fonctions usuelles - polynomiales, exp, In - sont de classe C*° sur leur ensemble de
définition.

Proposition 3.5 Les combinaisons linéaires, produis, quotients, puissances, composées de fonctions n fois
dérivables (respectivement de classe C ! , de classe CZ, de classe C oo) sont n fois dérivables (respectivement
de classe Cl, de classe Cz, de classe C°°).
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Exemple 3.6 Soit a € R. Calculer les dérivées successives de la fonction f définie sur R par
VrxeR,  f(x)=e".

& Gestes Invisibles/Automatismes. On doit trouver I’expression de f(") pour tout n € N : on
calcule les premieres dérivées, on conjecture une formule que 1’on démontre par récurrence.

@® Dans un premier temps, on justifie que la fonction est indéfiniment dérivable. Soit
a € R. Tout d’abord, la fonction x + ax est de classe C* sur R en tant que fonction

polynomiale. La fonction x ~ exp(x) est également de classe C* sur R (fonction usuelle).

Par composition, la fonction f est de classe C™ sur R.

@ Dans un second temps, on calcule les dérivées successives. Commencons par calculer
les premieres dérivées pour pouvoir conjecturer une formule générale. On a, pour tout
x €R,

ax ! ax n 2 ax
fx)y=e",  f(x)=ae, f(x)=dac",
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) suivante est vraie

P(n): « Vx€R, f(")(x) =d"e" ».
— Initialisation. Montrons que la propriété P(0) est vraie, ¢’est-a-dire que
Vx€eR, f(o) (x) = ae™
D’une part, par convention,
Vx €R, f(o)(x) = f(x) ="

D’autre part,
VxeR, e = 1xe™ =™

Dong, la propriété P(0) est vraie.
— Hérédité. Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que

Vx€eR, f(")(x) =a'e"”
On veut montrer que la propriété P(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

VxeR, f(n+1)(x) _ an+leax

vreR, V) = (F")(x) par déf. de la dérivée n + l-igme

axa'e” en dérivant I’hypothese de réc.

n+l _ax
a e .

Donc la propriété P(n + 1) est vraie.
— Conclusion. Par principe de récurrence, on a démontré que

VneN, Vx€eR, f(n)(x) =d"e"
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Exemple 3.7 On considere la fonction f définie sur [0, 1] par

T~ six€]0,1[
Vrel01[, fx)={ "™

0 six=0

Montrer que la fonction f est de classe C' sur [0, 1[.

A Gestes Invisibles/Automatismes. Fonction définie par morceaux : probleme potentiel de
continuité et dérivabilité a la jonction, c’est-a-dire en x = 0. De plus, comme elle est définie par
morceaux, pour étudier la continuité et la dérivabilité, il faut faire les limites a droite et a gauche.

@ Montrer que la fonction est dérivable sur / et calculer sa dérivée.
— Sur ]0,1[. La fonction x ~ In(x) est dérivable et ne s’annule pas sur ]0,1[. La
fonction x + x est dérivable sur ]0, 1[ en tant que fonction polynomiale. Donc, par
quotient, la fonction f est dérivable sur ]0, 1] et

lxln(x)—xxi CIn(x) -1

(In(x))?  (In(x))?

Vxelo 1,  f(x)=

- Etude en 0. Par opérations sur les limites, on a On a

im SO L e
x—0" x=0 x—0" ln(x)
Donc la fonction f est dérivable en 0 et
F0)=0

Finalement, f est dérivable sur [0, 1] et

In(x)—1 .
—— six€]0,1]
Vxe[01[, f'(x)=q O

0 six=0

@ Montrer que la fonction dérivée est continue sur /. Par opérations sur les fonctions
. P ! . N2 : . cez
continues, la dérivée f~ est continue sur ]0, 1[. Il reste a étudier la continuité en 0. On a

1 1 I
lim f'(x) = lim —— - ————=0=£(0).
x—0* F &) -0+ In(x)  (In(x))? 70
Donc f " est continue en 0. Finalement f " est continue sur [0,1].
@ En conclusion, on a montré que la fonction f était de classe ¢! sur [0,1].
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