Mathématiques — ECG1

TD 19 - Dérivabilité d’une fonction

TD 19 — DERIVABILITE D’UNE FONCTION

Etude locale de la dérivée

Exercice 1 - Preuve de la formule de dérivée pour la fonction inverse. On considére la fonction
f :R* = R définie par

1
WxeR,  f(x)=-
X
1. Montrer que
1_1 1
Vx,a € R, X4 —_
x—a ax
2. En déduire que pour tout a € R*, la fonction f est dérivable au point a et que
1
! e —
fla)=——.

Exercice 2 - Preuve de la formule de dérivée pour la fonction cube. On considere la fonction
f :R— R définie par

Vx R, flx)=x

1. Montrer que

Vx,a €R, ¥ —d = (x—a)(¥® +ax+d?)

2. En déduire que pour tout a € R, la fonction f est dérivable au point a et que
f'(a) =3a>.

Exercice 3 — Preuve de la formule de dérivée pour les fonctions puissances. Soit n € N*. On
considere la fonction f : R — R définie par
Vx €R, flx)=x"

1. Montrer que

n—1
Vx,a €R, X'—ad"=(x—a)x Zﬂ_l_kak
k=0

2. En déduire que pour tout a € R, la fonction f est dérivable au point a et que
f'(a) =na"".

Exercice 4 - Taux d’accroissements. A 1’aide du taux d’accroissement, déterminer si les fonctions
suivantes sont-elles dérivables au point indiqué.

1f—x|x| en0 i) g(x) = {

six<1
six>1

x—1

(e iii) h(x) = Vx+2 en —2

i) f(x) = 1)2 en 1

Exercice 5 - Taux d’accroissements. On considere la fonction f : R — R définie par

fx) = x* x|

2

Vx €R,

1. Dresser le tableau de signe de la fonction x — x~ — x.
2. En déduire une expression de f sans valeur absolue (mais par morceaux).
3. Etudier la dérivabilité en 1 de la fonction f.

Exercice 6 - Interprétation graphique de la dérivée. On considere la fonction f : R — R définie
par
Vx €R, flx)=xe™
1. Dresser le tableau de variations de la fonction f (limites comprises).
2. Tracer la courbe représentative de la fonction f ainsi que ses tangentes aux points d’abscisse 0 et 1
dont on donnera les équations.

Exercice 7 - Calculs de limites grace a la dérivabilité. En vous appuyant sur la dérivabilité des
fonctions usuelles, calculer les limites suivantes.

In(1 r—1 1+h)"2—1 1+h)'2—1
b gim MUY e iy fim LEA "L g 1
x—0 X =0 X h—0 h =0 el —1
Etude globale de la dérivée
Exercice 8 - On considere la fonction f : [0, 4-co[— R définie par
Vx € [0, oo, F(x) = vxIn(1+/x)
Montrer que f est dérivable sur [0, +oo[ et donner sa dérivée sur [0, +oo].
Exercice 9 - On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par
21 ix>0
Vi € [0, 0], £l = x*In(x) s%x >
0 six=0

Montrer que la fonction f est dérivable sur [0, +oo[ et donner sa dérivée sur [0, 4-oo[.
Exercice 10 - Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition 7y de f, son
domaine de dérivabilité 7 puis calculer I’expression de f'.

) fixesxet !

In(x)

Exercice 11 — Déterminer les valeurs a et b pour que la fonction f définie sur R par

f@Z{ﬁ

ax*+bx+1

V) frxe=V/1—x2

i) frx—

si0<x<1

VxERy, six>1

soit continue et dérivable sur RY .
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Exercice 12 - Dérivée d’une fonction réciproque. Soit f la fonction définie sur R par,

f(x) =xe*

Dresser le tableau de variations de f (limites comprises).
Déterminer la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.
Montrer que f réalise une bijection de [—1, 4o vers un intervalle J a préciser.

Vx €R,

el S

que,
/ 8 (x)
g§()=—F""—%
x(1+g(x))
Exercice 13 - Dérivée d’une fonction réciproque. Soit f la fonction définie sur [0, +oo| par,

Vx> —e ! x£0,

Vx € [0, 4o, flx)=¢e"—2e7

1. Montrer que f réalise une bijection de [0, 4-oo[ vers un intervalle J a préciser.
2. Justifier que f~! est dérivable sur J.
3. Que valent f~'(—=1)et (f~1)(~1)?
4. Montrer que
V=0,  f(0)7=f(x)?+8
5. En déduire que,
_ 1
wel (0=
y-+38

On note g : J — [—1,-+oo[ sa bijection réciproque. Montrer que g est dérivable sur | —e ™!, +oo] et

Dérivées successives

Exercice 14 - On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par

In(x) six>0

Vx € [0, 4oo], f(x)z{o G0

1. Justifier que f est continue sur R .

2. Justifier que f est dérivable sur R...

3. Justifier que f est de classe €' sur R..

4. La fonction f est-elle deux fois dérivable en 0 ?

Exercice 15 - On considere la fonction f définie sur [1,+oo[ par
f(x) =+vx—1xIn(x).

Montrer que la fonction f est de classe C! sur [1, +oo|.

Vx € [1,4oo],

Exercice 16 - On considere la fonction f définie sur R\ {1} par,

WeR\(1},  f)=

1. Justifier que f est de classe € sur |1,4-oo] et sur | — oo, 1].
2. Démontrer que pour tout n € N*,

Vxe R\ {1}, f<”)(x) _ (—=1)"n!

(x _ 1)n+1
Exercice 17 — Soit p € N. Calculer les dérivées successives de la fonction f définie sur R par
Vx €R, fx)=x,

apres avoir justifier le caractére € de la fonction.
Exercice 18 — On considere la fonction f : R — R définie par
VxeR,  f(x)=(2>+1)e*
Justifier que la fonction f est de classe € sur R et montrer que, pour tout n € N,

VxeR,  fW(x)=eX 2"+ 1)+ 2" nx+n(n—1)2"2]

Pour aller plus loin

Exercice 19 - Etude globale d’une fonction. On considere la fonction f définie sur R par

Pl = {xexp (—xiz> s%x;«éO.
0 six=0

Vx € R,

Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f’(x) pour tout x # 0.
Justifier que f est dérivable en O et préciser la valeur de f(0).

La fonction f est-elle continue en 0 ?

Etudier la parité de f.

Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.

Etudier, pour tout x € R, le signe de f(x) — x. Interpréter ce résultat.
Tracer la courbe représentative de la fonction f.

Nk v =

Exercice 20 - Soit f la fonction définie sur R* par
1
Vx € R*, = —— .
. £(x) = exp ( )

Montrer que f est prolongeable par continuité sur R. On note toujours f ce prolongement.
Montrer que f est de classe €’ sur R.

Justifier que f est de classe ¢ sur R*.

Montrer que, pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, telle que,

- (2)en (1)

5. En déduire que f est de classe € sur R.

el NS

Vx € R*,



