Mathématiques — ECG1

TD 19 - Dérivabilité d’une fonction

TD 19 — DERIVABILITE D’UNE FONCTION

Etude locale de la dérivée

Exercice 1 - Preuve de la formule de dérivée pour la fonction inverse. On considere la fonction
f:R* — R définie par
1
Vx e R, flx)=-
X

1. Montrer que

1_1 1
* X a
Vx,a € R" x #a, =——
x—a ax
Soient x,a € R. On a,
11 a _ x
X a — Xa xXa
x—a x—a
a—Xx
— Xa
xX—a
a—x 1
= X
xa xX—a
—(x—a) 1
= X
xa xX—a
1
T oax

1
/
fla)=~—
Soient a € R*. Le taux d’accroissement de f en a est donné par
11
R xsa  IWoS@ _ioh 1
' ' x—a x—a ax

en utilisant la question précédente. Donc, en passant a la limite, on obtient,

i 10 0@ 1
X—a X—d a
Donc f est dérivable en a et
1
/ [ —
fla) ==

Exercice 2 - Preuve de la formule de dérivée pour la fonction cube. On considere
f R — R définie par
Vx €R, flx) =+

1. Montrer que
Vx,a € R, ¥ —d = (x—a)(®+ax+d?)

Soient x,a € R. On a,

2 3

(x—a)(P® +ax+a®) = +a’ +a*x—ax* —a’x—a

—3_ 4

2. En déduire que pour tout a € R, la fonction f est dérivable au point a et que
f'(a) =3d>.

Soient a € R. Le taux d’accroissement de f en a est donné par

g _r 3 3 o 2 2
f0-f@)_#-d _G-a@tatd) o
X—a X—a X—da

Vx€R, x#a,
en utilisant la question précédente. Donc, en passant a la limite, on obtient,

limw:BazeR

x—a xX—a

Donc f est dérivable en a et
f'(a) =3d>.

la fonction

2
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Exercice 3 - Preuve de la formule de dérivée pour les fonctions puissances. Soit n € N*. On | Exercice 4 - Taux d’accroissements. A I’aide du taux d’accroissement, déterminer si les fonctions

considere la fonction f : R — R définie par suivantes sont-elles dérivables au point indiqué.
WER,  fly)=x" D=2 en0 g =4 * L, ST et i h() =vat2 en -2
1—|x| (x—1)% six>1
1. Montrer que
n—1 i) On sait
Vx,a €R, X'—d"=(x—a)x Zx”_l_kak 1) n saitque o
k=0 Vx> 0, flx)= ljc
2. En déduire que pour tout a € R, la fonction f est dérivable au point a et que Dongc, le taux d’accroissement de f en 0 a droite vaut
- -
f'(a) =na"". Vs 0 f@)—f0) -0 2
’ ’ x—0 x—0 1—x
Donc, _ .
i T =FO)
x—0t  x—0
On sait aussi que
2x
Vx <0, (x) =
: ) =1

Donc, le taux d’accroissement de f en 0 a gauche vaut

SO =f0)  35-0_ 2

Vx <0, = =
r<b x—0 x—0 l1+x
Donc, ‘ .
i SO =FO)
x—0- x—0

Donc, f admet une dérivée a droite et a gauche en 0 qui valent la méme chose, donc f est
dérivable en 0 et

f(0)=2
i1) De méme,
x)— f(1 —1)2-0
fim SO 6D — limx—1=0
x—1+ x—1 x—1t x—1 x—1+
. : (1 1-0
fim LS X0
x—1 x—1 x—1 X — x—1

Donc, f admet une dérivée a droite et a gauche en 1 mais elles ne valent pas la méme chose, donc
f n’est pas dérivable en 1.
iii) Le taux d’accroissement de f en —2 (a droite, le seul qui a un sens) vaut :

o) —f(=2)  VEE2_ 1

Vx> =2, : = =
x—(-2) x+2 Vx+2
Donc,
(x)—f(—=2 1
lim M = lim = +oo

(=2 x—(=2) x—=(=2)* Vx+2
Donc f n’est pas dérivable en —2.
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Exercice 5 - Taux d’accroissements. On considere la fonction f: R — R définie par
VXER,  f(x)=|—x|

1. Dresser le tableau de signe de la fonction x — x> — x.

2. En déduire une expression de f sans valeur absolue (mais par morceaux).

) . K —x  six€]—oo,0]U[l,4oo]
VreR, ) 7{ —x’4x sixe0,1]

3. Etudier la dérivabilité en 1 de la fonction f.

On a,
(x) — f(1 2—x—0 x(x—1
fim S Xm0 e D
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
et 5
—fa 2 4x-0 —x(x—1
lim SO) _ g = x=0 XD
x—1 X — x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Donc, f admet une dérivée a droite et a gauche en 1 mais elles ne valent pas la méme chose,
donc f n’est pas dérivable en 1.

Exercice 6 - Interprétation graphique de la dérivée. On considere la fonction f : R — R définie
par

Vx €R, fx) =xe™

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f (limites comprises).

2. Tracer la courbe représentative de la fonction f ainsi que ses tangentes aux points d’abscisse 0 et 1
dont on donnera les équations.
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Exercice 7 - Calculs de limites grGce a la dérivabilité. En vous appuyant sur la dérivabilité des Etude globa]e de la dérivée
fonctions usuelles, calculer les limites suivantes.

Exercice 8 - On considere la fonction f : [0, +eo[— R définie par

In(1 *—1 1+h)'2 -1 1+h)'2 -1
b gim PO e iy im DT i %
=0 X x—=0 X h—0 h h—0  e'—1 Vx € [0, 4o, f(x) = vxIn(1+ /)
i) Lafonction f : x — In(1+x) est dérivable sur | — 1, +oo] et en particulier en a = 0 donc Montrer que f est dérivable sur [0, +o| et donner sa dérivée sur [0, +es].
im 7D SO vy cad i MUY

=0  x—0 =0 X ® Dans un premier temps, on donne I’ensemble de définition de la fonction f. La fonction

. . : L. - ¢ —> est définie sur |0, . De plus,
ii) La fonction g : x — e est dérivable sur R et en particulier en a = 0 donc ! . [0, o] p

: Vx >0, 14++/x>0.
x) — g(0 v ,
im S0 =80 ) cad im S o1
x—0 x—0 x—0 X

Comme la fonction logarithme est définie sur |0, +oo], la fonction x — In(1 + /) est définie sur
[0, +oo[. Finalement, par produit, la fonction f est définie sur [0, +oo].
@ Dans un second temps, on étudie la dérivabilité.
— La fonction x > /x est dérivable sur |0, +oo] et

iii) La fonction j : x — x'? est dérivable sur R et en particulier en a = 1 donc

. j(l+h)—g(1) . _ (I4+m)'2—1
lim ———=—~ = j'(1 c-a-d lim ———— =12
ey h 70 0 h

Vx> 0, 1++/x>0.
iv) On peut reconnaitre le produit de deux taux d’accroissement de la maniere suivante,

; De plus, la fonction logarithme est dérivable sur |0, +-oo[. Donc par composée et par produit,
A+mn2-1 (1+n)'2-1 h

Vh € R, _ « la fonction f est dérivable sur |0, +oo].
' eh—1 h eh—1 — Etudions la dérivabilité en 0 via le taux d’accroissement.
Donc, en utilisant les questions ii) et iii), on obtient, (x) — £(0 In(1 ) In(1+h
veso LW O W+vo) o SO0 L It
12 x—0 VX =0  x—0 =0 h
(1+h)12 -1 1
im-—————=12x - =12 . ,
=0 el —1 1 Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
- Finalement, la fonction f est dérivable sur [0, +oo].
® Enfin, on calcule la dérivée 1a ou elle est définie.
— Pourx=0, f/(0) = 1.
— Sur |0, +oo :
1
1 2./x In(1 1
Vx>0, f/(x) = == In(14+v/x) +x x 25 _ In(l+ )

2,/x I+vx  2Vx +2(1+ﬁ)'
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Exercice 9 - On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par

Vx € [0, 4o,  flx)=

In(x) six>0
0 six=0

Montrer que la fonction f est dérivable sur [0, +oo[ et donner sa dérivée sur [0, 4.

e Sur |0, 40|
f(x) =x* x In(x)

La fonction x — x> est dérivable sur R donc 2 fortori sur |0, 4-o[. La fonction x — In(x) est
dérivable sur |0, +oo[. Donc, par produit, la fonction f est dérivable sur |0, +oo] et

F(x) = x(1 + 2In(x))

e Dérivabilité en O via le taux d’accroissement.

Vx €]0, +o0],

Vx €]0,4-oo],

. flx)— *2In(x) — "(x) —
VxeRY, fx) = 10) =7 n(x) =0 =xIn(x) donc lim f) = £(0) =0€R (parc.c.)
x—0 x—0 =0 X—
Donc f est dérivable en O et
f(0)=0

e Finalement, la fonction f est dérivable sur R et

Vx €R, flx) =

x(14+2In(x)) six>0
0 six=0

Exercice 10 - Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition @f de f, son
domaine de dérivabilité @}’c puis calculer I’expression de f”.

ii)

iii)

D frxes xet ! i) fixes

() V) frxe/1—x2

Domaine de définition : R
Domaine de dérivabilité : R.
Dérivée :

VxeR,  f(x)= (22 +1)e" !

Domaine de définition : |0, +oo[\{1}
Domaine de dérivabilité : ]0, +eo[\{1}

Dérivée : () 1
n(x) —
Vx €]0,4oo[\{1}, X)) = — 5

re0 o) ) = o

Domaine de définition : [—1,1]

Domaine de dérivabilité : | — 1, 1]

Dérivée : r
vxe]—-1,1], (X)) = ——=
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Exercice 11 - Déterminer les valeurs a et b pour que la fonction f définie sur R, par Exercice 12 - Dérivée d’une fonction réciproque. Soit f la fonction définie sur R par,

VX sio<x<1 Vx €R, f(x) = xe*
ax> +bx+1 six>1

Vx € Ry, f(x)z{

1. Dresser le tableau de variations de f (limites comprises).
. . £ La fonction f est dérivable sur R et
soit continue et dérivable sur R, . f

. » . . . . . Vx € R, f(x)=e"+xe* =e*(1 +x)
La fonction f est dérivable (donc continue) sur ]0, 1[ (car fonction racine carrée) et sur |1, +-oo[ (fonction

polynomiale). Il reste a étudier la dérivabilité et la continuité en 1. On peut donc en déduire le tableau de signe de f” et donc le tableau de variations de f de la
e Etude de la continuité en 1. Ona f(1) =v1=1et manire suivante.
lim f(x)= lim vx=v1=1 X e -1 Foo
x—1- x—1+ :
et x+1 - 0 +
lim f(x) = lim ax® +bx+1=a+b+1 :
x—1F x—1t
Donc f est continue en 1 si et seulement si e’ + +

a+b+1=1 = a+b=0

f(x) - 0 +
e Etude de la dérivabilité en 1. On a,
0 +o0
x)— f(1 —1 1 1
fim LS VAL . fx) T _—
x—1- x—1 x—1- x—1 x—1- \/);Jrl 2 _e !

et de méme,

2. Déterminer la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0.
flx)—f(1) lim ax®> +bx+1—(a+b+1)

lim : = lim a(x+1)+b=2a+b L’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 est :*
x—17 x—1 x—17 x—1 x— 17
— .
Donc f est dérivable en 1 si et seulement si y=f(0)(x~0)+7(0)
1 ¢’est-a-dire (en calculant £(0) et £7(0)),
2a+b= 2

Donc, f est continue et dérivable sur ]0,+oo| si et seulement si

a + b = — a =
2a + b = b = -

DIf—

3. Montrer que f réalise une bijection de [—1,+oo[ vers un intervalle J a préciser.
Ona:
On travaille sur I'intervalle [—1, 4o
La fonction f est continue sur R et donc a fortiori sur [—1, 4.
D’apres la question précédente, la fonction f est strictement croissante sur [—1, 4o,
(On peut calculer que f(—1) = —e~! et que Xgl}rlmf(x) = +o0).

= O

B —

Donc, d’apres le théoréme de la bijection,

—1

la fonction f réalise une | bijection de [—1, o[ vers J = [—e™ ', +oo] |
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4. Onnote g : J — [—1,+oo[ sa bijection réciproque. Montrer que g est dérivable sur | —e ™!, 4-oof et
que,

- i\ g(x)
Vx> —e ! x#0, g(x)_x—(l—l—g(x))

La fonction f est dérivable sur [—1,+-oo[ et sa dérivée f’ ne s’annule pas sur | — 1, +oo[. Donc,
en tant que bijection réciproque, la fonction g = f~! est dérivable sur | — e !, +oo[. De plus, en
tant que fonction réciproque, on sait que

wred,  fg() =x

c’est-a-dire,
Vx e J, g(x) xexp(g(x)) =x

Donc, en dérivant cette expression, on obtient,
vred, g xexp(g(x) +g(x) x g (x) x exp(g(x) = 1
et donc,
1 1

—e ! 4o, "(x) = =
ezt Al E ) = ) T e epe))  exp(e(®)(1 + &)

VxelJ, g(x) x exp(g(x)) =x c-a-d Vxed, exp(g(x)) = ——
8

On n’obtient donc,

cel—e ! too '(x) = 1 _ g(x)
welmeT Al 8 = R T e et (1 + ()

Exercice 13 - Dérivée d'une fonction réciproque. Soit f la fonction définie sur [0, +oo] par,
Vx € [0, 4-oo], flx)y=¢e"—2e

Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ vers un intervalle J & préciser.
Justifier que f~! est dérivable sur J.
Que valent f~!(—=1) et (f~')(~1)?

Montrer que

Eal i

Vx>0,  fl(x)?=f(x)?+8
5. En déduire que,
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Dérivées successives

Exercice 14 - On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par

Vx € [0, 4o, flx)= 0 six=0"

{x2 In(x) six>0
1. Justifier que f est continue sur R .
2. Justifier que f est dérivable sur R, .

e Sur |0, +oo].
Vx €]0, 40|, f(x) = x> xIn(x)
La fonction x — x? est dérivable sur R donc 2 fortori sur ]0, +eo|. La fonction x — In(x) est
dérivable sur |0, +oo[. Donc, par produit, la fonction f est dérivable et donc continue sur
10, +-cof et
Vx €]0, 40|, f(x) =x(1+21n(x))

e Dérivabilité en 0 via le taux d’accroissement.

e SO0 R0 S0 /0)

Vx e
x—0 x—0 =0  x—

=0€R (parc.c.)

Donc f est dérivable et donc continue en O et
f(0)=0
Finalement, la fonction f est dérivable (et continue) sur R et

Vx€eR, .f”(-X>:{é(l+2]n(x)) :iig

3. Justifier que f est de classe ¢! sur R.

On sait déja que la fonction est continue et dérivable sur [0, +oo|. Pour montrer le caractére %!
sur [0, oo, il reste a étudier la continuité de la dérivée, donnée par

Vx €R, f’(X):{ g(l+2ln(x>> :fig

Par opérations, la fonction f” est continue sur |0, +oo[. Tl reste a étudier la continuité en 0. Or,

f(0)=0 et lim f/(x) = lim x+2xIn(x) = 0 par c.c.

x—0F x—0

Donc f” est aussi continue en 0. Finalement, la fonction f est de classe 4! sur R

4. La fonction f est-elle deux fois dérivable en 0 ?

Regardons le taux d’accroissement de f’ en 0 :

/@)~ £1(0) _ x+2xIn(x) ~0

¢ , =1+2In(x
Vx> 0, =0 -0 +2In(x)
Donc,
TN
N LOET O
x—0 x—0

La fonction f’ n’est pas dérivable en 0, c’est-a-dire la fonction f n’est pas deux fois dérivable en
0.
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Exercice 15 - On considere la fonction f définie sur [1,+oo[ par Exercice 16 - On considere la fonction f définie sur R\ {1} par,
1
Vx € [1,4o0], F(x)=vx—1xIn(x). Vx € R\ {1}, f(x):m.

Montrer que la fonction £ est de classe C! sur [1,4-eo[. 1. Justifier que f est de classe € sur |1, +oof et sur | — oo, 1.

La fonction x — x — 1 est € sur |1, 40| et ne s’annule pas sur cet intervalle. Donc par passage
al'inverse, f est de classe € sur |1, +4co[. De méme, f est de classe ¢ sur | — oo, 1].

2. Démontrer que pour tout n € N*,

Ve R\ {1}, £ (x) = 20!

Récurrence.
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Exercice 17 - Soit p € N. Calculer les dérivées successives de la fonction f définie sur R par
Vx €R, flx)=xP,

apres avoir justifier le caractére > de la fonction.

00

La fonction f est polynomiale donc €™ sur R. De plus, pour tout n € N,

e Sin<p,
!
Vx € R. (1) () = p: P
' F) (p—n)! '
e etsin> p,
Vx € R, fmJ(‘\ﬂ) =0

10

Exercice 18 - On considere la fonction f : R — R définie par
VxeR,  f(x)=(x>+1)e*
Justifier que la fonction f est de classe € sur R et montrer que, pour tout n € N,

Vx €R, W (x) = e* [2"(x + 1) +2"nx+n(n — 1)2"2]
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Pour aller plus loin

Exercice 19 - Etude globale d’une fonction. On considere la fonction f définie sur R par

NoUnAE B -

VreR,  f(x)= {xeXp (<#) sixz0 .
0 six=0

Justifier que f est dérivable sur R* et calculer f’(x) pour tout x # 0.

Justifier que f est dérivable en 0 et préciser la valeur de f7(0).

La fonction f est-elle continue en 0 ?

Etudier la parité de f.

Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.

Etudier, pour tout x € R, le signe de f (x) — x. Interpréter ce résultat.

Tracer la courbe représentative de la fonction f.

11

Exercice 20 - Soit f la fonction définie sur R* par

Hwh e

VxeR", f(x) =exp (xlz)

Montrer que f est prolongeable par continuité sur R. On note toujours f ce prolongement.
Montrer que f est de classe €’ sur R.

Justifier que f est de classe €’ sur R*.

Montrer que, pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, telle que,

Vx e R, f"(x) =P, (l) exp (—):2> .

En déduire que f est de classe € sur R.



