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1 Notion d’ensemble

1.1 Mode de définition d’un ensemble

Définition 1.1

• Un ensemble E est une collection d’objets, appelés éléments de E.
• Si x est un élément de l’ensemble E, on dit que x appartient à E, et on note x 2 E.
• Si x n’est pas un élément de l’ensemble E, on dit que x n’appartient pas à E, et on note x 62 E.

Modes de définition d’un ensemble

Pour définir un ensemble, on peut tout simplement faire la liste de ces éléments. Par exemple, si on note

E = {1,2,3}

alors E est l’ensemble constitué des éléments 1, 2 et 3. De la même manière, si on note

ECG1 = {Baptistine, Amélie, . . . ,Calixte}

alors ECG1 est l’ensemble constitué de tous les élèves de la classe.

! Les éléments d’un ensemble sont donnés “en vrac" (il n’y a pas de notion d’ordre). Par exemple, les
deux ensembles suivants sont égaux.

{1,3}= {3,1}

Quand les ensembles comportent beaucoup d’éléments (parfois même une infinité...), il est trop long de
tous les lister. Pour avoir une notation compacte d’un ensemble, on peut utiliser les deux autres modes de
définition suivant.

Forme conditionnelle avec une propriété P Forme paramétrique avec un paramètre

F = {x 2 E| P(x)} G = { f (x)| x 2 I}

F est l’ensemble des éléments de E
qui vérifient la propriété P

G est l’ensemble des éléments de E
qui s’écrivent f (x) avec x 2 I.

x 2 F , P(x) est vraie y 2 G , il existe x 2 I tel que y = f (x)

Définition 1.2 — Ensembles particuliers.

• L’ensemble ne contenant aucun élément est appelé l’ensemble vide, et est noté /0.
• Un ensemble ne contenant qu’un seul élément est appelé un singleton, et est noté {x} lorsque x est

l’unique élément de cet ensemble.



Exemple 1.3

Exemples Forme Éléments

{élève 2 ECG1| élève fait allemand} Conditionnelle Amélie, Louise, Calixte

R+ = {x 2 R| x > 0} Conditionnelle 0,1,2.3,p, . . .

{x2| x 2 R} Paramétrique 0,1,4,9, . . .

[0,1] = {x 2 R| 0 6 x 6 1} Conditionnelle 0, 1
2 ,

1
3 , . . .

{C (élève)| élève 2 ECG1}
où C : élève 7! couleur préf. de l’élève

Paramétrique bleu, rouge,...

J1,5K = {k 2 N| 1 6 k 6 5} Conditionnelle 1,2,3,4,5

{fonction f : R ! R| f est paire } Conditionnelle x 7! x2, x 7! 1
x4+1 , . . .

1.2 Inclusion d’ensembles

Définition 1.4 On dit qu’un ensemble F est inclus dans un autre ensemble E, si tout élément de F
appartient à E :

pour tout x 2 F, x 2 E.

On note alors F ⇢ E. On dit aussi que F est une partie ou un sous-ensemble de E.

F E F E

Inclusion Non inclusion

?
Pour démontrer que F est inclus dans E, voici la rédaction habituelle.

Soit x 2 F. Montrons que x 2 E.

*Insérer raisonnement mathématique*
Donc x 2 E. D’où F ⇢ E.

Exemple 1.5 "Tous les hommes sont mortels, Socrate est un homme, donc Socrate est mortel." Commentons
la véracité (en terme de logique) de cette phrase.

Hypothèses Traduction ensembliste

Socrate est un homme Socrate 2 {tous les hommes}

Tous les hommes sont mortels {tous les hommes}⇢ {tous les mortels}

Finalement, on obtient que Socrate 2 {tous les hommes}⇢ {tous les mortels}.
Donc Socrate 2 {tous les mortels}.
Donc Socrate est mortel.

Exemple 1.6 Montrons que
F = {3a+1| a 2 [0,1]}⇢ [1,5[.

Soit x 2 F . Montrons que x 2 [1,5[.

Comme x 2 F , il existe a 2 [0,1] tel que x = 3a+1.
Comme a > 0, on obtient que x = 3a+1 > 1.
Comme a 6 1, on obtient que x = 3a+1 6 4 < 5.
Donc, on a 1 6 x < 5, c’est-à-dire x 2 [1,5[. D’où F ⇢ [1,5[.



Exemple 1.7 Montrons que

F = {x 7! x2n| n 2 N}⇢ E = { f | f : R ! R est une fonction paire }.

Soit f 2 F . Montrons que f 2 E.

Comme f 2 F , il existe n 2 N tel que, pour tout x 2 R, f (x) = x2n.

On doit montrer que f est paire.

Soit x 2 R. On a f (�x) = (�x)2n = x2n = f (x).

Donc, f est paire, c’est-à-dire f 2 E. D’où F ⇢ E.

Proposition 1.8 Un ensemble F n’est pas inclus dans E s’il existe un élément x 2 F tel que x 62 E. On
note alors F 6⇢ E.

Exemple 1.9 "Tous les chats sont mortels, Socrate est mortel, donc Socrate est un chat." Commentons la
véracité (en terme de logique) de cette phrase.

Hypothèses Traduction ensembliste

Socrate est mortel Socrate 2 {tous les mortels}

Tous les chats sont mortels {tous les chats}⇢ {tous les mortels}

On ne démontre pas que Socrate 2 {tous les chats}...

Donc on ne peut pas savoir si Socrate est un chat ou pas...

Exemple 1.10 Montrons que
[1,5[ 6⇢ F = {3a+1| a 2 [0,1]}.

Pour montrer que [1,5[ 6⇢ F , on doit trouver un élément de [1,5[ qui n’appartient pas à E.

Considérons le nombre réel 4.5.

• D’une part, 4.5 2 [1,5[.
• D’autre part, montrons que 4.5 62 F . Pour cela, on raisonne par l’absurde. Supposons

par l’absurde que 4.5 2 F . Alors, il existe a 2 [0,1] tel que 4.5 = 3a+1. Or a > 1 donc
4.5 = 3a+1 > 4. C’est absurde. Donc 4.5 62 F .

Ainsi, on a exhibé un élément f 2 [1,5[ tel que f 62 F . Donc [1,5[ 6⇢ F .

Exemple 1.11 Montrons que

E = { f | f : R ! R est une fonction paire } 6⇢ F = {x 7! x2n| n 2 N}.

Pour montrer que l’ensemble E n’est pas inclus dans F , on doit trouver un élément de E qui
n’appartient pas à l’ensemble F . Autrement dit, on cherche une fonction paire, qui n’est pas une
fonction puissance de puissance paire.

Prenons la fonction f définie sur R par, pour tout x 2 R, f (x) = x2 +1.

• D’une part, la fonction f est paire, car pour tout x 2R, f (�x) = (�x)2+1 = x2+1 = f (x).
Donc f 2 E.

• D’autre part, montrons que f 62 F . Pour cela, on raisonne par l’absurde. Supposons par
l’absurde que f est dans F . Alors, il existe n 2 N tel que, pour tout x 2 R, f (x) = x2n.
Alors, on aurait que f (0) = 0. Or f (0) = 02 +1 = 1. C’est absurde. Donc f 62 F .

Ainsi, on a exhibé un élément f 2 E tel que f 62 F . Donc E 6⇢ F .



Définition 1.12 — Principe de la double inclusion. Soient E et F deux ensembles.

E = F , E ⇢ F et F ⇢ E.

?
Pour prouver l’égalité de deux ensembles E et F , on utilise couramment le principe double inclusion en
montrant successivement les deux inclusions :

• E ⇢ F, c’est-à-dire pour tout x 2 E, x 2 F.
• F ⇢ E, c’est-à-dire pour tout x 2 F, x 2 E.

Exemple 1.13 Montrons que

{(x,y) 2 R2| y = 3x+1}= {(a+1,3a+4)| a 2 R}

Notons A l’ensemble de gauche et B celui de droite. Montrons l’égalité de ces deux ensembles
par double inclusion.

• Montrons que A ⇢ B. Soit u = (x,y) 2 A. Montrons que u = (x,y) 2 B.
Comme u = (x,y) 2 A, on sait que y = 3x+1.
On cherche a dans R tel que x = a+1 et y = 3a+4.
Soit a = x�1. On a x = a+1 et y = 3x+1 = 3(a+1)+1 = 3a+4.
Donc u = (x,y) = (a+1,3a+4) avec a 2 R.
Donc u 2 B et A ⇢ B.

• Montrons que B ⇢ A. Soit u 2 B. Montrons que u 2 A.
Comme u 2 B, il existe a 2 R tel que u = (a+1,3a+4).
Notons x = a+1 et y = 3a+4. On cherche à montrer que y = 3x+1.
On a y = 3a+4 = 3(x�1)+4 = x+1.
Donc u = (x,y) avec y = 3x+1.
Donc u 2 A et B ⇢ A.

1.3 L’ensemble des parties d’un ensemble

Définition 1.14 — Ensemble des parties. Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de E,
notée P(E), l’ensemble des sous-ensembles de E, c’est-à-dire l’ensemble des ensembles A qui sont
inclus dans E. Autrement dit, on a

A 2 P(E) , A ⇢ E.

Exemple 1.15

E P(E)

{Nathan,Clément} { /0,{Clément},{Nathan},{Clément,Nathan}}

{0,1} { /0,{0},{1},{0,1}}

{a,b,c} { /0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

! Puisque E ⇢ E et /0 ⇢ E, on a E 2 P(E) et /0 2 P(E). Donc P(E) n’est jamais vide, il contient
toujours au moins /0 et E.



2 Opération sur deux parties

Définition 2.1 — Union de deux ensembles. Soient A et B deux parties de E. On appelle union de A
et B, notée A[B, l’ensemble des éléments appartenant soit à A, soit à B, c’est-à-dire

A[B = {x 2 E| x 2 A ou x 2 B}.

Autrement dit, on a
x 2 A[B , x 2 A ou x 2 B.

Définition 2.2 — Intersection de deux ensembles. Soient A et B deux parties de E. On appelle
intersection de A et B, notée A\B, l’ensemble des éléments appartenant à A et à B, c’est-à-dire

A\B = {x 2 E| x 2 A et x 2 B}.

Autrement dit, on a
x 2 A\B , x 2 A et x 2 B.

A B

A[B

E

A B

A\B

E

Union Intersection

Exemple 2.3 Exemples Opération Résultats

{Sandro,Hugo}\{Pol,Bastian,Marin} Intersection /0

{Sandro,Hugo}[{Pol,Bastian,Marin} Union {Sandro,Hugo,Pol,Bastian,Marin}

{1,2,3}\{�3,7,9} Intersection /0

{1,2,3}[{�3,7,9} Union {�3,1,2,3,7,9}

]�•,3][ [2,4] Union ]�•,4]

]�1,1[[[1,2] Union ]�1,2]

]�1,1]\ [0,1[ Intersection [0,1[

]�1,0[\[0,1] Intersection /0

Z\ [�p,
p

2] Intersection {�3,�2,�1,0,1}= J�3,1K

Définition 2.4 — Ensembles disjoints. Soient A et B deux ensembles. On dit que A et B sont disjoints
si A\B = /0. Autrement dit, deux ensembles sont disjoints si et seulement s’ils n’ont aucun élément en
commun.

B A A B

Disjoints Non disjoints



Exemple 2.5
A B Disjoints (Oui/Non)

{6,12,13} {1,2,3} Oui

{6,12,13} J1,10K Non

R N Non

[0,1] [�1,0[ Oui

]�•,�1] N Oui

Proposition 2.6 — Opérations sur les unions et les intersections. Soient A,B et C des parties de E. On
a les relations suivantes.

• A\B = B\A
• A[B = B[A

• A\(B\C) = (A\B)\C
• A[(B[C) = (A[B)[C

• A\ (B[C) = (A\B)[ (A\C)
• A[ (B\C) = (A[B)\ (A[C)

Définition 2.7 — Différence de deux ensembles. Soient A et B deux parties de E. On appelle diffé-
rence de A par B, notée A\B, l’ensemble des éléments de A n’appartenant pas à B, c’est-à-dire

A\B = {x 2 E| x 2 A et x 62 B}.

Autrement dit, on a
x 2 A\B , x 2 A et x 62 B.

Définition 2.8 — Complémentaire d’un ensemble. Soit A une partie de E. On appelle complémen-
taire de A dans E, notée E\A ou Ac ou A, l’ensemble des éléments de E n’appartenant pas à A, c’est-à-dire

A = {x 2 E| x 62 A}.

Autrement dit, on a
x 2 A , x 62 A.

A
B

A\B

E

A A

E

Différence Complémentaire

Exemple 2.9

Exemples Opération Résultats

{élève 2 ECG1| élève fait allemand} Différence {Baptistine,Perrine,Sandro...}

R\{0} Différence R⇤

[0,2]\[1,3] Différence [0,1[

[0,2]c Complémentaire ]�•,0[[]2,+•[

N\{2p| p 2 N} Différence {2p+1| p 2 N}



Proposition 2.10 — Opérations avec le complémentaire. Soient A,B et C des parties de E. On a les
relations suivantes.

• A[A = E
• A\A = /0

• A\B = Ā[ B̄
• A[B = Ā\ B̄

Définition 2.11 — Produit cartésien de deux ensembles. Soient E et F deux ensembles. Le produit
cartésien de E par F , noté E ⇥F , est l’ensemble des couples (x,y) tels que x 2 E et y 2 F , c’est-à-dire

E ⇥F = {(x,y)| x 2 E et y 2 F}.

Autrement dit, on a
(x,y) 2 E ⇥F , x 2 E et y 2 F.

Si E = F , le produit cartésien E ⇥F se note E2.

! Un couple d’éléments est constitué de deux éléments dans un certain ordre. On distingue donc le
couple (a,b) (énumération ordonnée) de la paire {a,b} (énumération non ordonnée). Ainsi, de manière
générale E ⇥F 6= F ⇥E car l’ordre importe dans un couple.

Exemple 2.12

E F Produit cartésien A⇥B

{a} {b} {(a,b)}

{a,b} {c} {(a,c),(b,c)}

{0,1} {1,2,3} {(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)}

R R R2 = {(x,y)| x 2 R et y 2 R}

Définition 2.13 — Produit cartésien de plusieurs ensembles. Soient E1, . . . ,En des ensembles. Le
produit cartésien de ces n ensembles, noté E1 ⇥ · · ·⇥En, est l’ensemble des n-uplets (x1, . . . ,xn) tels
que pour tout i{1, . . . ,n}, xi 2 Ei, c’est-à-dire

E1 ⇥ · · ·⇥En = {(x1, . . . ,xn)| x1 2 E1 et . . . et xn 2 En}.

Si E1 = · · ·= En, le produit cartésien se note En.

Exemple 2.14 Considérons les trois ensembles suivants

A = {1,2}, B = {3,4}, C = {6}

Déterminons A⇥B⇥C.

On a
A⇥B⇥C = {(1,3,6),(1,4,6),(2,3,6),(2,4,6)}


