Mathématiques - ECG1 DM 4

DEVOIR MAISON 4

Exercice 1 - Bonus. Corriger votre copie du DSS5.

Voir la correction du DS5 sur Cahier de Prépa.

Exercice 2 - Etude d’une suite gréce a I'inégalité des accroissements finis. On considére les fonctions
f et g définies sur ]0, +oo[ par:

1
Vx €]0,+o00[, f(x)=2- iln(x) et Vx€]o,4+o00[, g(x)=f(x)—x.
On considere aussi la suite (u,),en définie par:

1
up=1¢et VneN, u,y = f(u,)=2-=1n(u,)

2
Partie 1 - Etude de ¢
1. Calculer les limites suivantes
lim g(x) et lim g(x)
x—-0F x—+00
Par opérations sur les limites, on obtient directement que,
lim g(x) = 400 et lim g(x)=-00
x—0* XxX—+00

2. Dresser le tableau des variations de g sur ]0,+oo[.
Les fonctions x = x et x — In(x) sont dérivables sur ]Rj donc par combinaison linéaire, g est dérivable
sur R} . De plus,

1
Vx>0, g,(.x)=—2—v—1<0

On en déduit le tableau de variations suivant pour g.

X 0 +00

+ 00

8 \

— 00

3. Montrer que la fonction g réalise une bijection de ]0, +oo[ vers un intervalle J a préciser.

e ]0,+oo[ est un intervalle;
* g est continue sur ]0,+00[;
* g est strictement décroissante sur |0, +oo[ d’apres la question précédente.

Ainsi, d’apres le théoréme de la bijection, la fonction | g réalise une bijection de ]0,+0o[ vers ‘

=] lim_f(x). lim f(x)[=] = o0, +oof

4. En déduire que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur ]0, +oo[, que I’on notera «.

D’apres la question précédente, g réalise une bijection de ]0,+o00o[ vers R donc,
VyeR, Jx€]0,+00[, y=g(x)
En particulier, pour y = 0 € R, on obtient,

Alx €]0,+00[, 0=g(x)

L’ équation g(x) = 0 admet donc une unique solution sur ]0, +0o[ ‘, que I’on note c.
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5. Que vaut g( o) par construction ?

Par construction, ¢ est I’'unique solution de I’équation g(x) = 0. Ainsi,

gla)=0

6. Justifier que
gle) sg(a) <g(1)
On pourra admettre que 3 —2e < 0.

On peut calculer que

g(1)=1
° 3 3-2
— ZC
gle)=5-e=—5
et par construction
gla)=0

Comme 3 —2e < 0, on en déduit que

7. En déduire que o € [1,e].
D’apres la question précédente, on sait
gle) s g(a) <g(1)
Or, la fonction g est décroissante sur ]0, +0o[ (cf question 2), donc

ezoz=1

c’est-a-dire m

Partie 2 - Etude de f
8. Justifier que f(&) = o.

Par construction, g(a) = 0 (cf Questions 4 et 5). Or, g(a) = f(a) — a. Donc,

fla)=a

9. Démontrer que

' 1
V)CE[LC], |f(x)|55
La fonction f est dérivable sur Ri et
Vx>0 (x) = !
25 fx)= 2x
Donc,
1
Vi>0, IS0l = 5
Soitx € [1,e]. On a,
x=1
donc 2x=2
donc i < % car x - % décroissante sur ]0,+o00[

Ainsi, on a montré que,

Vxe[lel, [f(x)=3.
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10. En déduire, a I’aide de I’inégalité des accroissements finis que,

Vabellel  1f(6)~f(a)l < 5lb—al

On sait que

* La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et donc a fortiori sur [1,e].
e D’apres la question précédente,

1
Ik = ) tel que Vx € [1,e], |f'(x)] <

N =

Donc, par inégalité des accroissements finis, on obtient que,

Vabellel,  |f(b)-f(a)l<3lb-al

Partie 3 - Etude de (u,),en
11. Démontrer par récurrence que:
VneN, l=<u,<e.

Démontrons par récurrence que,
Vn €N, P(n) « 1 <u, <e »est vraie

* Initialisation. Montrons que P (0) est vraie. D aprés I’énoncé, ug = 1 € [1,e]. Donc P(0) est

vraie.
» Hérédité. On suppose que P (n) est vraie pour un certain n € N, ¢’est-a-dire que

l<u,<e
Montrons que P(n+ 1) est vraie, ¢’est-a-dire montrons que
I <u,41 <e

Par hypothese de récurrence, on sait que

l<u,<e
donc 0=<lIn(u,) =<1 car x — In(x) croissante sur ]0,+o0o[
donc 0= —% In(u,) = —%
donc 222—%ln(u”)22—%
donc % < upe <2

donc a fortiori 1 <u,.1 <e

Donc, P(n+ 1) est vraie.
e Conclusion. D’apres le principe de récurrence,

’VneN, ISunSe‘

12. A T’aide de la question 10, en déduire que:

1
VneN, |u,y—of< §|un—a|.
D’apres la question 10, on sait que
1
Va,bE[l,e], |f(b)—f(a)|$§|b—a|
Soitn € N. En prenant a = & € [1,e] (cf Question 7) et b = u,, € [1,e] (cf Question 11), on obtient,
1
|/ (un) = f(@)] < 5 |up — ]

Or, f(uy,) = u,4+1 par définition et f(o) = o par construction (cf Question 8), on obtient

|Ll"+1 —OC| = %'”n —(X|.
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13. Démontrer par récurrence que:
e—1
2ﬂ
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) suivante est vraie
-1

€
P(il) L« |Ll” —OC| < 7 ».

VneN, |u,—oa|<

e [Initialisation. Montrons que la propriété P(0) est vraie, ¢’est-a-dire que
e—1
|ll()—a| < T =e—1
D’apres I’énoncé, ug = 1 donc |ug— 0| = e—1 (car e > 1) Et donc, la propriété P(0) est vraie.
 Hérédiré. Soit n € N. On suppose que la propriété P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que
e—1
2[1

lu, —af <

On veut montrer que la propriété P(n + 1) est vraie, ¢’est-a-dire que

-
|“n+l —(X| < 2)1+l
Ona
1 N . L
Upr1 — O < 3% |u, — o] d’apres la question précédente
I e-1 N
SEXT d’apres I'H-R
e—1
<
2)1+l

Donc la propriété P(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par principe de récurrence, on a démontré que

e—1

Vn€eN, lun —a| < =5

14. Prouver que la suite (u,),cn converge et préciser sa limite.

D’apres la question précédente,

e—1
VI’IEN, |u,1—05|57
Or, par propriété sur les suites géométriques, on a
)" 1
)zETw(e_l)<§> =0 car —1<§<1.

Donc, par théoréme des gendarmes, la suite (u,),en admet une limite et

Iim u, =0«
— 400

n

Partie 4 - Pyhton
15. Informatique.
(a) Ecrire un programme python qui calcule et renvoie la liste L = [ug, uy,...,u100]-

import numpy as np

u =1

L = [ul]

for k in range (100):
u = 2-1/2*np.log(u)
L.append (u)

print (L)

Dans les deux questions qui suivent, nous cherchons a déterminer une valeur approchée de ¢. Deux
méthodes sont proposées. On suppose que numpy a déja été chargé avec l’alias np.
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(b) Recopier et compléter le programme suivant pour qu’il détermine une valeur approchée de o a
107 prés par la méthode de la dichotomie. On sait que & € [1,e], donc on part de I’intervalle

[a,b]=[1,e].

# définition de la fonction g
def g(x):
return 2-1/2*np.log(x)-x

# dichotomie
a =1
b = np.e
while b-a > 10%x%(-3)
m = (a+b)/2
if g(a)*g(m)<0
(a,b) = (a,m)
else:
(a,b) = (m,b)
print (a)

(¢) Recopier et compléter le programme suivant pour qu’il détermine, a I’aide de la suite (u,),en et
de la question 13, une valeur approchée de o a 107° pres.

n =0

u =1

while (np.e-1)/2%xn > 10x*(-3)
u = 2-1/2*np.log(u)
n = n+l

print (u)



