Intégration sur un segment

1 Définition de I'intégrale sur un segment
2 Techniques de calcul intégral



1 Définition de I'intégrale sur un segment

Définition 1.1 Soit f une fonction continue sur le segment [a,b]. L’intégrale de f sur [a,b] est le
nombre

b
b
[ rwax=1rw2 = Fo) - Fa)
a
ol F est une primitive de f sur [a,b]. Ce nombre ne dépend pas du choix de la primitive.
Ainsi, dans son essence, savoir calculer une intégrale revient a savoir calculer une primitive.

La variable d’intégration est muette :

Lbf(x)dx - Lbf(t)dt - Lbf(i%)dﬁ

Exemple 1.2 Justifier que I’intégrale I = Ilz (2x —3)dx est bien définie et la calculer.

La fonction x - 2x — 3 est continue sur le segment [2,3]. Donc I’intégrale suivante est bien
définie et donnée par

I= J'Ih(Zx—3)dx = [x2 —3x]% =0

Exemple 1.3 Calculer les intégrales suivantes.

[{oxdx=[F1 =417 =15 Pode=[x} =3-(-1)=4

32, 233 2219 el 5 _ e _ -
I2X d)C— [?]2 = ?_ ? = ? Il )—Cdx— [1H(|X|)]| —ln(e)—ln(l) =1
Lf e'dx = [e“"]fl = —¢ JOI e Fdx = [—%e_zx](l) = %(1 —e_z)

Dans la définition de I’intégrale, la borne du bas est forcément un nombre réel plus petit que la borne du
haut. Si ce n’est pas le cas, par convention, on pose que

J’:f(x)dx =- J’:f(x) dx = F(a) - F(b)

1.1 Interprétation graphique

L’intégrale d’une fonction continue sur un segment
s’interpréte comme ’aire algébrique du plan situé entre
la courbe de la fonction f sur [a,b] et ’axe des abscisses
et délimité par les droites verticales d’abscisses a et b. De
plus, cette aire est comptée positivement pour la partie
située au dessus de 1’axe des abscisses et négativement pour
la partie située en dessous.

Ci-contre est représenté le calcul de I’intégrale suivante :

Jﬁ (r+3)(x=1)(x=5)dx=0
-4
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Cette interprétation de 1’intégrale comme une aire est cependant restreinte. En effet, bien qu’on sache
calculer I’aire d’un rectangle ou d’un triangle, de maniere générale, on ne sait pas calculer de maniere exacte
I’aire d’un domaine quelconque. Dans ce cas, on peut effectuer des calculs approchés d’aires (et donc
d’intégrales) grice a diverses méthodes d’approximation comme la méthode des rectangles.

Proposition 1.4 Soit f une fonction continue sur le segment [0, 1]. Alors,

. 1n—1 k 1
nlggoﬁ;)f(ﬁ) - | stoax

1 def calculintegrale(f,n):

2 aireapp = 0

3 for k in range(n):

4 aireapp = aireapp + (1/n)*f(k/n)
5 return aireapp

1.2 Propriétés de l'intégrale

Proposition 1.5 — Linéarité de l'intégrale. Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a,b]
et A, des réels. On a,

J,ab(lf(x) +ug(x))dx=2 J,abf(x)dx +u ng(x) dx

Exemple 1.6 Justifier que I’intégrale

0
1:[ (3(x4+2)— - )dx
-1 x +1

est bien définie et la calculer.

La fonction
X 3()(4 +2) -

X +1
est continue sur le segment [ —1,0] (en particulier car pour tout x € [—1,0], x> +1 % 0) donc
I’intégrale I est bien définie. De plus, par linéarité de I’intégrale,

o, o,
I=3J' (x +2)dx—J dx
1

S1x2+1
o ! 1 2 0
=3 §+2X _]—[zln(|x +1|):|_l
11 1 1
23(0—(—?))—(§X0—§]n(2))
33 1In(2)
=52
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L’intégrale se marie bien avec la somme, mais pas avec les multiplications. De maniére générale,

Lb f(x)xg(x)dx # Jab f(x)dxx ng(x) dx

Par exemple,

1

1 X 1 ! ! X 1 X ! 1
JOxXxdxz{?} =3 alors que Jo xdxx[oxdx={7} X{j} =7

0

Proposition 1.7 — Relation de Chasles. Soient f une fonction continue sur [a,b] et ¢ € [a,b]. Alors,

Lbf(x)dx = ch(x)dx+ Lbf(x)dx

La relation de Chasles s’utilise généralement dans deux cas.
* SiI’expression de la fonction intégrée fait intervenir des valeurs absolues : dans ce cas, on découpe
I’intégrale sur les segments sur lesquels la quantité dans la valeur absolue est positive et ceux ou elle

est négative.
* Si ’expression de la fonction intégrée change sur I’intervalle considéré.

Exemple 1.8 Calculer I’intégrale [ = JO3 |x—1|dx.

La fonction x — |x— 1| étant continue sur R et donc sur le segment [0,3], 'intégrale I est bien
définie. De plus, en utilisant la relation de Chasles, on a,

3
I=j |[x—1]dx
0
1 3
=j |x—l|dx+f |[x—1]dx
0 1

- Ll ~(x- l)dx+£3(x—1)dx

1 3
(—x+1)dx+£ (x—1)dx

0

2 1 2 3
= + + : X
2 2
0 1
3 1 L aire du triangle de gauche vaut 1/2 et celui de droite vaut 2.
= -0+ =+ E D/onc I’aire algébrique totale du domaine sous la courbe vaut
5/2

Exemple 1.9 On considere la fonction f : R — R définie par

2x+1  six=0
VxeR, f(x)=

4° +1 six<0
Justifier I’existence de I’intégrale I = ﬁ] f(x)dx et la calculer.

La fonction f est continue sur R et donc a fortiori sur le segment [—1, 1] car

* la fonction f est continue sur ]0, +oo[ car fonction polynomiale,
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1.3

* la fonction f est continue sur | — 00,0[ car fonction polynomiale,

¢ la fonction f est continue en O car

lim f(x) = lim f(x) = /(0) = 1.

Donc I'intégrale I est bien définie et en utilisant la relation de Chasles, on a,

I= J'_llf(x)dx
0 1
= J_lf(x)dx+JO flx)dx
0 1
=J (4¢ +1)dx+ | (2x+1)dx
-1 0

= [x4+x:|(il +|:x2+x](l)
=0-0+2-0
=2

Passage d’une inégalité dans une intégrale

Proposition 1.10 Soit f une fonction continue sur le segment [a,b].
1. Positivité de ’intégrale

2. Croissance de I’intégrale

b
Si Vxeleb]f()20 aors [ f()dx>0

b b
Si Vxe[abl/W<gt) aos [ s(drs [ gx)dr

. o e, PP 1 n -
Exemple 1.11 Considérons la suite d’intégrales (1), < définie par, pour toutn € N, I, = Io X'e T dx.

1. Justifier que pour tout n € N, I’intégrale I, est bien définie.

2. Montrer que pour toutn € N, [, = 0.
3. Montrer que la suite (I,),en est décroissante.
4. En déduire que la suite (1,,),en converge.
5. Montrer que,
1
< .
VneN, I, o

6. En déduire la limite de la suite (7,,),eN.

1. Soit n € N. L’intégrale I, est bien définie car la fonction x = x"e " est continue sur le

segment [0,1].
2. Soitn € N. Alors,
.

Vxe[0,1], xX'e 20

Donc, par positivité de I’intégrale, on a
1 —_
I, = J' x'e tdx =0
0

3. Soitn € N.
Vxe[0,1], PUET

Donc, par croissance de ’intégrale, on a

1 1
-X +1 -
lnz[ xe tdx =1, =J' x"e N dx
0 0

Donc la suite (1,,),en est décroissante.

n —x
etdonc x e
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4. La suite (I,),en est minorée (d’apres la Question 2) et décroissante (d’apres la Question
3). Donc, d’apres le théoréme de la limite monotone, la suite (1,),en converge vers un
réel a déterminer.

5. Soitn € N.On a

n

Vxe[0,1], e <1 etdonc x'e " <x

Donc, par croissance de ’intégrale, on a

1 xn+1 1
n — —
I"sJ'OX dx_{n+l}_n+l

6. D’apres la Question 5, on a

VneN, 0<I, <

Or, la suite (4)
n+1/neN

(I,)nen converge vers 0.

converge vers 0. Donc par théoreme d’encadrement, la suite

Proposition 1.12 — Inégalité triangulaire. Soit f une fonction continue sur le segment [a,b]. On a,

Lbﬂx)dx < Lblf(X)ldx-

Cette proposition sert a estimer des intégrales dont le signe de la fonction intégrée change/n’est pas
connu.

Exercice 1.13 Soit (/,),en la suite d’intégrale définie par, pour toutn € N, [,, = Ii)l x"e" dx. Montrer que

1
n+1

VneN, |L,| <

et en déduire que la suite (I,,),ey admet une limite a déterminer.

Soit n € N. Par inégalité triangulaire, on a

0
|1,] = ‘[ x'e"dx
-1
0 ]
< J |x"e"| dx
-1

0
< J (=x)"e"dx car VxeR,e 20
-1

0
< [ (=x)"dx car Vx<0,¢" <1
-1
0

< (—l)”J X' dx
-1

xn+1 0
S(‘l){m}

-1

s(—l)”(o-—(_])nﬂ>

n+1

2n+2
_(=1)
n+1
1

n+1

<
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Donc, on a montré que
1

VneN, |I"|sn+l

Or, la suite (ﬁ) o converge vers 0. Donc par théoréme d’encadrement, la suite (I,,),en
n

admet une limite finie et cette limite vaut 0.

Proposition 1.14 Soit f une fonction continue et positive sur le segment [a,b].

b
I f(x)dx=0 e  Vxe[ab],f(x)=0

Ce résultat est faux si la fonction intégrée n’est pas positive. En effet, on peut montrer que

6
J' (r+3)(x=1)(x=5)dx =0
-4
Pourtant, la fonction x — (x+3)(x—1)(x—5) n’est pas nulle sur le segment [—4,6].
Cette proposition sert surtout a montrer des résultats théoriques/abstraits.

Exercice 1.15 Soit P un polyndme tel que I()l P(x)2 dx = 0. Montrer que P est le polyndme nul.

La fonction x P(x)2 est une fonction continue (car polynomiale) et positive sur le segment
[0,1] dont I’intégrale s’annule. Donc

Vxe[0,1], P()c)2 =0 donc Vxe[0,1], P(x)=0

Ainsi, le polyndme P admet une infinité de racines (tous les réels appartenant a 1’intervalle
[0,1]). Donc, c’est le polynome nul, ¢’est-a-dire

Vx€eR, P(x)=0

1.4 Théoréme fondamental du calcul intégral

Proposition 1.16 — Théoréme fondamental du calcul intégral. Soit f une fonction continue sur le
segment [a,b]. Alors la fonction

X
Fixm I f(r)de
a
est définie, de classe C' sur [a,b] et vérifie

F(a)=0 et  VYx€[ab], F(x)=f(x).

Autrement dit, F est I’unique primitive de f sur [a,b] s’annulant en a.

Exemple 1.17 On considere I’application
Q: [0,+00] — R
X —t3
x — Io Ve ' dt
Montrer que ¢ est définie et de classe C ' sur [0, +0o[ et déterminer sa dérivée.
3
Pour tout x € [0, +00[, la fonction ¢ — +/fe ' est continue sur le segment [0,x] donc, par

théoréme fondamental du calcul intégral, la fonction ¢ est bien définie et de classe C sur
[0, +0o[ et elle vérifie

Vx e [0,+00[, 0'(x) = \/}e_’\}.
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Exemple 1.18 On considere I’application
¢: R — R
X ﬁfce_tln(1+t2)dt

Montrer que ¢ est définie et de classe C' sur R et déterminer sa dérivée.

Pour tout x € R, la fonction t - ¢~ In(1 + t2) est continue sur le segment [0, x] (en particulier car
pour toutt € R, 1 + > 0). Donc, par théoréeme fondamental du calcul intégral, la fonction

X
Fixe [ e 'In(1 +t2)dt
0
est bien définie et de classe C' sur R et elle vérifie

Vx eR, F'(x)=e " In(1 +x2)

Or, en utilisant la relation de Chasles, on a

2x 5 0
Vx eR, j e 'In(1+1 )dt=J

—-X —X

2x
e 'In(1+¢7)dr+ J e 'In(1+¢7)ds
0

Et donc,
Vx €R, o(x) = —F(—x) + F(2x).

Donc, par composition, la fonction ¢ est aussi définie et de classe C l et
VxeR,  ¢'(x)=—(-1)F (x)+2F (2x)

=e “In(1+x°) +2¢ In(1+4x°)

2 Techniques de calcul intégral
2.1 Aroeil

[N z . z b : PN
La premiere méthode pour calculer une intégrale de la forme Ll f(x)dx consiste a
 Déterminer une primitive F de f sur [a,b]
* Puis d’utiliser la formule

b
j f@)dx = [F(x)], = F(b) - F(a)

C’est la premiere méthode a tester. Si on ne trouve pas de primitive de f, alors seulement, on essaye
d’appliquer les méthodes suivantes, d’intégration par parties et de changement de variables.

Exemple 2.1 — Reconnaissance de primitives usuelles.

! 3 — 5.4 32 1oy o prim. o+
IO(Sx -3x+7)dx = [Zx —3x +7)c}0 =< X0~y
2 4x _ 1 4)(]2 _ 68—6_4 ax prim. &4

I_l e dx = [ e | = :

5 5 prim.
fLdx = [10y3]} =10v2-10 5 VX
5 5 2 2 prim.

fratas = (1) =[nh 3] = +m0) ol
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Exemple 2.2 — Reconnaissance de formes.

1 217! ./ prim.
Jo 2zdx = [3In(|1+x°])] = 3In(2) L s In(Ju])
1 217e prim. 2
ff%dx = [%(lnx) :|1 = % Ut~ 5

=

1 L prim.
I 1T dx = [2\/1+x2}_1 =0 W2 Rew 2u

1 2 3 _ 15 | 3 prim. 4
Jox(x +1)°dx = [ ( +1) ] N uu ~o>
0 _9 prim. -
2 _ T 1 _2 |21 o
5 e dr = [ 2x+3]— =3 S

Exemple 2.3 — Fractions rationnelles. Calculer / = Io m

1 = A Pas de primitive immédiate mais fraction rationnelle
0 47 +4r+1
3 . . . .

= I de 5 On factorise le dénominateur

0 (2t+1)

1 (3 2d:r | —7 prim. -1
= - 'A AN —

5 .[0 e D) Forme u u u

Exemple 2.4 — Fractions rationnelles. Déterminer la primitive de la fonction x — ﬁ sur [2,4] qui
s’annule en 2.

D’apres le théoreme fondamental de I’intégration, la primitive de cette fonction sur [2,4] qui
s’annule en 2 est la fonction

F o [2,4]

[ 2dz
—

Une telle primitive existe car la fonction x — [~ est continue sur R\{—1, 1} donc en particulier

sur [2,4]. On cherche maintenant une expression de cette fonction qui ne fait pas intervenir
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d’intégrale. Soit x € [2,4].

_ X 2dt
F(x) = I -2
2dt SN . .
I On factorise le dénominateur
2 (1=1)(1+1)
X z LRy 212 .
j H’H L dt Décomposition en éléments simples
=001+t
X 2 [ 212 .
= | (L + L ) dr Décomposition en éléments simples
-1 1+1

= [=In([1=¢])+In(|1+:])] 2 225 In(lul)
= —In(|1=x])+In(|]1 +x]) = In(3)
= —In(x—1)+In(x+1)—In(3) carxz letxz—1

Donc la primitive de la fonction x ﬁ sur [2,4] qui s’annule en 2 est la fonction

xe —In(x—1)+In(x+ 1) —1n(3)

2.2 Changement de variables

Proposition 2.5 Soient et J deux intervalles de R, f : I — R une fonction continue et ¢ : J — [ une
fonction de classe C' et a,b dans J. Alors

b . @(b)
J f(¢<x))<p(x)dx=[ ) du
a ¢(a)

Exemple 2.6 Calculer [ = ] e ") __ 4 2 I"aide du changement de variables 7 = In(x).

+(Inx)?)

* La fonction ¢ 117 est continue sur [0,1].
e La fonction @ : x — In(x) est continue sur [1,e].

Donc, en effectuant le changement de variables « = In(x)», on obtient

J’e In(x)
- TRRTIRY I
1 x(1+ (Inx)*)
Expression Bornes Le dx
t = In(x) x|1]e dr = &
1 1
x=e 101 dx=dre
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1
t
= dt
Jo 1472

=[%ln(|1+t2|)}

_In(2)
T2

1

0

X
€

1+e™

Exemple 2.7 Calculer I = I()l dx a1’aide du changement de variables ¢ = €.

 La fonction ¢ — # est continue sur [1,e].
+ La fonction ¢ : x — ¢" est continue sur [0,1].

Donc, en effectuant le changement de variables 7 = e, on obtient

1 X
€
I= d
J,() l+e™ *

Expression Bornes Le dx
t=¢" x|0]1 dr =dxe"
x =In(r) t]1]e dx=&

[ (=gt
= [t =In(|r + 1T}

=e—In(e+1)—(1-1n(2))
=e—1+In(2)—In(e+1)

Exemple 2.8 Déterminer la primitive de la fonction x —yz sur R qui s’annule en 0. On pourra

€
(e¥+2e

y . . t
s’aider du changement de variables u = ¢ .

D’apres le théoreme fondamental de I’intégration, la primitive de cette fonction sur R qui
s’annule en 0 est la fonction

F : R - R

. t
X e
X

0 (eZz + 26_’)2

X

Une telle primitive existe car la fonction x 5 est continue sur R. On cherche mainte-

e
(& +2e %)
nant une expression de cette fonction qui ne fait pas intervenir d’intégrale. Soit x € R.
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2
. . X
e La fonction u - (“3”7)2 est continue sur [1,€"].

« La fonction @ : 7 - ¢ est continue sur [0,x].

En effectuant le changement de variables u = ¢’, on obtient

Expression Bornes Le dx
t 1
u=e t]0]x du =dte

t =1n(u) ullle' dr =44

u

X

Donc la primitive de la fonction x — m sur R qui s’annule en O est la fonction
1 1
X ==
9 3(e¥*+2)

2.3 Intégration par parties

Proposition 2.9 Soient u et v deux fonctions de classe C' surle segment [a,b]. Alors

b b
J u(x)v' (x) dx = [u(x)v(x) ]2 - J U (x)v(x)dx

a

Ce résultat permet de calculer des primitives/intégrales de produits. Il y a toujours deux possibilités pour
effectuer une IPP. Une facon de la faire dans "le bon sens" est de se dire qu’il faut savoir primitiver V.

Exemple 2.10 Calculer I = [, re” dr.

Posons, pour tout ¢ € R,

[
-
:\

~—
~

N

I

—_

u(t) =

V(1) e” v(1) Le¥

Les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 1]. Donc par intégrations par parties,
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on a

Exemple 2.11 Calculer une primitive de la fonction x + In(x) sur JO, +oo[.

La fonction x — In(x) est continue sur ]0, +0o[. Donc par théoréme fondamental du calcul
intégral, la fonction

X
F:XHJ In(z)dt
1

est une primitive de f sur ]0,+o00[. Soit x €]0, +00[. Posons, pour tout ¢ € R,

In(t) (1) 1

t

u(t)
V(1)

1 v(1) t

Les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 1]. Donc par intégrations par parties,
ona

X . X
L In(¢)dr = [¢tIn(z)]; — L 7 xtdt

=xln(x) — (x—1)
=xIn(x) —x+1

Donc une primitive de la fonction x = In(x) sur ]0,+oo[ est la fonction x — xIn(x) —x+ 1.
Exemple 2.12 Calculer une primitive de la fonction x - X surR.

La fonction x — x”¢ "~ est continue sur R. Donc par théoréme fondamental du calcul intégral,
la fonction

X
2_
F:x»—»J'tetdt
0

est une primitive de f sur R. Soit x € R. Posons, pour tout ¢ € R,

u(t) = 1 u'(1)

1]
)
[Ny

1l
|
[¢)

V(t) = e v(t) N

Les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 1]. Donc par intégrations par parties,
ona
2 =t R
F(x)=[—t e } +2 | re xrdt
0 0

X
2 - _
=—xe x+2J te”' xrdt
0
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Posons, pour tout t € R,

1l
—_

u(t) u'(1)
V(1) o (1) -

1l
~

1l
@
1l
|
@

Les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 1]. Donc par intégrations par parties,
ona

X
F(x) = e 42 ([—te_t:lox + J e_'>
0
= —x’e -2 -2 [e_t]OX
= e = 2xe - 2(e™ =1)
= —e (¥ +2x+2)+2
Donc une primitive de la fonction x +— x*e¢ ™ sur R est la fonction x — —e_x(x2 +2x+2)+2.

Exemple 2.13 Soitn € N. Calculer I, = [ x"In(x)dx.

Soit n € N. Posons, pour tout x € R,

In(x) u'(x)

u(x)

v (x) X' v(x) = 2%

Les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 1]. Donc par intégrations par parties,

on a
n+1 ¢
X 1 A
_|:ln(x)n+1i|l_n+lJ,1de

n+1 n+1 ¢
€ 1 X
“n+l n+l|n+1 '

n+1 n+1

e e 1

- +
n+l  (n+1)> (n+1)?

~
|
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