Mathématiques - ECG1 TD 27 - Applications Linéaires

TD 27 — APPLICATIONS LINEAIRES

1 Linéarité d’une application

Exercice 1 - Méthode 2, Exemples 1.5 & 1.6. Montrer que les applications suivantes sont linéaires.

fi: R* — R? ii) ,: R — R
(x,y) — (2x—y,—x+3y) X %
i) f3 : R — R’ v) s: R — R?
(X,yaZ) — (x+2y,x—y—227X+Z) X = (X,ZX,O)
Exercice 2 - Méthode 3, Exemples 1.7 & 1.9. Montrer que les applications suivantes ne sont pas linéaires.
i fi: RP — R* ii) pr: R> — R?
(32) = (+2zy,z-1x+y+2) (ry) —  (xtyy-x7)
Exercice 3 - Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Justifier.
Vfi: R* — R? i) p: R* — R?
(x,y) > (20-y,~x +3y) (r,y) > (x+yx+y,x-y)
iii) 3: R — R V) fa: R — R
x — x+1 (x,3,2) — x+y+z

2 Composition de deux applications linéaires

Exercice 4 - Soient f et g les applications linéaires de R? dans R? définies par

V(x,y) €R%, f(x,y)=(x-yx+y) et V(ry)eR? g(x,y)=(2x-3y2y)

Donner I’expression de fogetde go f.

3 Noyau d’une application et injectivité

Exercice 5 - Méthode 4, Exemple 2.2. Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes et en
donner une base.

0 fi: R — R* i) fo: R — R
(n3,2) = (+zy-xzHyx+y+22) (t,3z) > x+y+z

Exercice 6 - Méthode 5, Exemples 2.5 & 2.6. Déterminer si les applications linéaires suivantes sont
injectives ou non ? Justifier.

Vfi: R — R i) fo: R — R
(x,y) = (x+y,x-y,x+y) (x,y,2) = (-3x-y+z,8x+3y—2z,—4x—-y+2z)

4 Image d’une application et surjectivité

Exercice 7 - Méthode 6, Exemple 3.2. Déterminer I’'image (sous forme conditionnelle) des applications
linéaires suivantes et dire si elles sont surjectives ou non.
0 fi: RP — R? i) fo: RP — R?
(xy,2) — (x+2y+z,x-y-z,x+5y+37) (xy.2) — (x+z,y-2)
Exercice 8 - Méthode 7, Exemple 3.4. Déterminer une base de I’image des applications linéaires suivantes
et dire si elles sont surjectives ou non.
i) fi: R — R i) fo: RP — R?
(x,y,2) — (x-2y+z,x-y+z,3x-Ty+3z) (x3,2) — (2x+y-z,y-32,22)
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5 Théoreme du rang

Exercice 9 - Méthode 9, Exemple 4.3. On considére I’application suivante

f: R — R
(x,y,2) — (2x-y-z,—x+2y-z,-x-y+22)

Montrer que f est une application linéaire de R dans R>.
Déterminer le noyau de f et donner sa dimension.

En déduire la dimension de I’image de f.

En déduire une base de I’'image de f.

5. Lapplication f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

el NS

Exercice 10 - Méthode 9, Exemple 4.2. On consideére I’application suivante

f: R3 N R4
(x7yvz) — (X+Z7y_x7Z+y7x+y+ZZ)

Montrer que f est une application linéaire de R® dans R*.
Déterminer une base de 1’image de f et donner sa dimension.
En déduire la dimension du noyau de f.

En déduire une base du noyau de f.

5. L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

el NS

Exercice 11 - Exemple 4.5. On considere I’application suivante

f: R — R
(x,y,2) = (2x+yx-y+z,x+y)

Montrer que cette application linéaire est bijective.

6 Pour aller plus loin

Exercice 12 - Soit (e1,e2,e3,e4) la base canonique de R*. Soit f une application linéaire de R* dans R*

vérifiant
f(er) —er+e3—ey f(e2) ej—ex+e3
fles) = ei+eq fles) = ex—es+ey

1. Montrer que
Vk=1,2,3,4,  (fof)(e)=0
2. Que peut-on en déduire pour fo f ?
3. En déduire que
Im(f) c Ker(f)

Exercice 13 - Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On note (ey,...,e,) la base
canonique de R” et on considere F le sous-ensemble de R” donné par,

F:{(xlv-..,xn)G Rn |xl+"'+xn:0}.
On note, pour touti=1,...,n—1, u; = e; —ep.

1. Montrer que
F = Vect(u1 yeen 7I/ln,])

2. Montrer que la famille (uy,...,u,—1) est une base de F.

3. En déduire la dimension de F.

4. Soit w = (wy,...,wy,) € R" tel que wy +---+w, #0. Montrer que la famille (uy,...,u,-1,w) est une
base de R”".
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