Mathématiques - ECG1 TD 28 — Equations Différentielles

TD 28 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1 - EDL1 a coefficient constant homogéne - cf Exemple 2.4.
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes.

i)y’ +y=0 i)y —4y=0 iii) 5y' = 6y

Exercice 2 - EDL1 a coefficient constant avec second membre constant — cf Exemple 2.8.
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes. (On cherchera la solution particuliere sous forme
d’une constante.)

)y -3y=5 i) 3y’ =7y -8 iii) 5/ = 6

Exercice 3 - EDL1 a coefficient constant avec second membre - cf Exemple 2.7.
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes.
i) y' +2y =12 (On cherchera une solution particuliére sous la forme t — at*> + bt + ¢ avec a,b,c trois
constantes a déterminer.)
ii) y'-3y= 2‘6:3”’2 (On cherchera une solution particuliere sous la forme t — f (t)e3’ avec f:R - R une
fonction dérivable a déterminer.)

Exercice 4 - EDL2 a coefficients constants homogéne - cf Exemple 3.5.
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes.

1) y"—4y'—5y=0 ii) 4y"+4y'+y=0 iii) y"—y'=0

Exercice 5 - EDL2 a coefficients constants avec second membre constant - cf Exemple 3.9.
Résoudre dans R les équations différentielles suivantes. (On cherchera la solution particuliére grdce a la
Proposition 3.6.)

i)y"+2y' -8y=5 i)y’ -2y =5 iii) 4y” =3

Exercice 6 - EDL2 & coefficients constants avec second membre - cf Exemple 3.8.
Soit & € R. On considere les équations différentielles suivantes

(Eq): 3" =5y +4y=e®

1. Résoudre I’équation homogene associée.

2. Pour cette question, o = 3. Rechercher une solution particuliere sous la forme ¢ — ae
constante a déterminer. En déduire 1’ensemble des solutions de (E3).

3. Pour cette question, o = 4. Rechercher une solution particuliere sous la forme 1 — are* avec a une
constante a déterminer. En déduire 1’ensemble des solutions de (E4).

3 avec a une

Exercice 7 - Probléme de Cauchy - cf Exemple 4.3.
Résoudre le probleme de Cauchy suivant

Y -dy=e
®: { ¥(1)=0

(On cherchera une solution particuliére sous la forme t — (at + b)e4’ avec a,b deux constantes a déterminer.)

Exercice 8 - Probléme de Cauchy - cf Exemple 4.4.
Résoudre le probleme de Cauchy suivant

y'+6y' +9y=e

P): 1 y(0)=1
y'(0)=2

(On cherchera une solution particuliére sous la forme t — at’e™>' avec a une constante a déterminer.)
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Exercice 9 - Un exemple d’équation différentielle non linéaire. On consideére 1’équation différentielle
non linéaire

B): ¥y =2y(1-y)

1. Déterminer les trajectoires d’équilibre de (E).
2. Soit y une solution non nulle de (E) sur R. On admet qu’elle ne s’annule jamais sur R et on pose

1
y(t)

(a) Montrer que z est solution d’une équation différentielle (E’) linéaire d’ordre 1 a coefficient
constant et second membre constant a déterminer.
(b) Résoudre (E’).
3. En déduire les solutions de (E).
4. Vers quel équilibre les trajectoires convergent-elles ?

VreR, z(t) =

Exercice 10 - Méthode de variations de la constante. On considere 1’équation différentielle linéaire
d’ordre 1

B): y+y=

1+e¢f

1. Résoudre I’équation homogene associée.
2. Soit A une fonction de classe C! sur R et posons, pour tout x € R, f(1) = A(¢)e™". Montrer que

et

1+el

f est une solution de (E) < VteR, Al(t) =

3. En déduire une solution particuliere de (E).
4. Conclure sur ’ensemble des solutions de (E).

Exercice 11 - Une équation fonctionnelle. L’ objectif de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions
f définies et dérivables sur R telles que :

VxeR, f'(x)f(-x) =1 et f(0)=-4 (»)

Procédons par analyse-synthese.
1. Analyse. Soit f une fonction définie et dérivable sur R vérifiant les relations (x). On définit

VxeR,  g(x) = f(x)f(=x).

(a) Montrer que g est constante sur R. On pourra dériver la fonction g.

(b) En déduire une équation différentielle vérifiée par f.

(c) Conclure sur les candidats-solutions.
2. Synthese. Les candidats-solutions sont-elles bien des solutions du probleme ?
3. Conclure.

Exercice 12 - EDL3 d coefficients constants homogéne. On cherche a résoudre 1’équation différentielle
linéaire d’ordre 3 homogene suivante

(E) ylll_y/l_yl+y:0

Procédons par analyse-synthese.
1. Analyse. Soit f une solution de (E) et posons g = f' — f.
(a) Montrer que g est solution de I’équation différentielle y” —y = 0.
(b) En déduire I’expression de g.
(c) Calculer la dérivée de h:t+ f(t)e™.
(d) En déduire I’expression de A.
(e) Conclure sur les candidats-solutions.
2. Synthese. Les candidats-solutions sont-elles bien des solutions du probléme ?
3. Conclure.



