Matrice d’une Application
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1 Noyau et image d’une matrice
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1 Noyau et image d’une matrice
1.1 Noyau d’une application linéaire
Définition 1.1 Soit A € M,,(R). On appelle noyau de A, noté ker(A), ’ensemble
ker(A) = {X eR" | AX =0,,} cR"

Déterminer le noyau d’une matrice, tout comme déterminer le noyau d’une application linéaire, peut se
ramener a la résolution d’un systeme linéaire homogene que I’on effectue, par exemple grice au pivot de
Gauss.

Exercice 1.2 Déterminer le noyau de la matrice A suivante :

1 1
A=
-1 2
X 2
Soit X = € R”. Raisonnons par équivalence.
y
X € ker(A) =4 AX =0y
x + vy =0
=
-x + 2y = 0
x + y =0
=
3y = 0 Ly «—Lr+L;
x + y = 0
=
y = 0
x = 0
=
y = 0
0
= X =
0
Donc,
0
Ker(A) =
0
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Exercice 1.3 Déterminer le noyau de la matrice A suivante :

X

. 3 5. P
Soit X = |y | € R". Raisonnons par équivalence.

Z

X € ker(A)

=4

1 2
A=|1 4
1 0
AX =03
1 2 3||x
1 4 y
1 0 5/\z
x+2y+3z
x+4y+z | =
x+5z
x + 2y
x + 4y
X
x + 2y
J 2y
- 2
x + 2y
2y
x + 2y
2y
x + 2y
x = =5z
L Yoz ¢

=03,
0
0
0
+ 3z
+ z
+ 5z
+ 3z
- 2z
+ 2z
+ 3z
- 2z
0
+ 3z
- 2z
+ 3z
y

L2 <—L2—L1

Ly« L3—L

L3<—L3+L2
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Finalement, apres la résolution du systéme grace au pivot de Gauss, on obtient,

-5z -5 -5
X € ker(A) = X=| ; = X=z| 1 = X € Vect| | 1
Z 1 1
Donc,
-5
Ker(A) = Vect| | 1
1
P¥- Vérification.

—_
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|

)
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a2 Pour trouver rapidement des éléments du noyau d’une matrice, il suffit de regarder si des combinaisons
linéaires simples sur les colonnes de la matrice donne le vecteur nul. Attention, cette méthode ne permet

pas de déterminer tous les éléments du noyau d’une matrice mais seulement de déterminer un élément
de ce noyau. Par exemple, si

1 -1
A =
-2 2
on peut remarquer directement que,
Ci+C=0

ou C; et C, désigne les deux colonnes de la matrice A. On obtient directement que

1
€ ker(A)

P¥- Vérification.
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Exercice 1.4 Trouver rapidement un élément du noyau pour chacune des matrices ci-dessous.

Matrice C.L. sur les colonnes | Vecteur du noyau
1 -1 0 |
1 -1 O 1
A= Ci+C, =0 EkCT(A)
0o 0 -1 0
0o 0 -1 0
1 1 1
A= 2 -1 C1+C2—C3=0 1 Eker(A)
1 2 -1
2 3 3
A= 3‘C1—2'C3=0 Eker(A)
4 6 -2

M. BOURNISSOU

5/19



1.2

Image et rang d’une matrice

Définition 1.5 Soit A € M,,(R). Notons Cy,...,C, les colonnes de la matrice A. On appelle image de A,
noté Im(A), ’ensemble
Im(A) = Vect((Cy,...,Cy,)) cR"

On appelle rang de A, noté rg(A), la dimension de ce sous-espace vectoriel de R”, autrement dit,

rg(A) = dim(Im(A))

Le rang d’une matrice est donc le rang de la famille de ces colonnes. De plus, le rang d’une matrice est
invariant par transposition, ¢’est-a-dire rg(M) = rg(tM). Donc, le rang d’une matrice est aussi le rang de la
famille de ses lignes.

Exemple 1.6 Calculer le rang de la matrice

1 -1 0 O
1 -1 0 O
A=
0O 0 -1 1
0O 0 -1 1
Par définition,
1 -1 0 0
1 -1 0 0
Im(A) = Vect
0 0 -1 1
0 0 -1 1
Or,
-1 1 0 0
-1 1 0 0
=(-1)- et =(-1)-
0 0 -1 1
0 0 -1 1
Donc, en enlevant les vecteurs redondants, on remarque que,
111/0
1{1]0
Im(A) = Vect ,
011
0)\1
——

=uy =y
On peut remarquer que

e Par construction, la famille (u;,u;) est génératrice de Im(A).
e De plus, la famille (u;,u;) est libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

Ainsi, la famille (u;,u,) est une base de Im(A) et donc

rg(A) =2
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Exemple 1.7 Calculer le rang de la matrice

1 1 2
A=|2 -1 1
1 2 3

Par définition,

Im(A) = Vect| |2 |,

On peut remarquer que

2| |1 1
1=]2]+]-1
3] 1 2

Et donc, en enlevant le «vecteur de trop»

Im(A) = Vect| | 2 |,| —1

On peut remarquer que

e Par construction, la famille (u;,u,) est génératrice de Im(A).
e De plus, la famille (u;,u;) est libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

Ainsi, la famille (u1,u;) est une base de Im(A) et donc

rg(A) =2
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1.3 Lien entre noyau et image d’une application linéaire

Proposition 1.8 Soit A € M,,(R). On a,

n=r1g(A)+dim(Ker(A))

Ce résultat permet de déduire plus rapidement I’image d’une matrice connaissant son noyau ou inversement.

Exercice 1.9 Pour la matrice A suivante, commencer par déterminer son noyau, puis déterminer efficacement

son image,
1 2 -1
A=l2 -1 8
1 1 1

X x + 2y - z =0 -3z
x = =3z
X=|y|eKer(4) < 2 — y + 8 =0 = = X=| 2
y = 2z
z x + y 4+ z =0 z

(les calculs correspondant a la résolution du systéme ne sont pas indiqués ici). Donc,

-3

Ker(A) = Vect| | 2

et donc (réaction abrégée) Ker(A) est de dimension 1.
* Grice au théoreme du rang, on peut en déduire que

rg(A)=3-1=2

e Puis, la famille

1 2
21 -1
1 1

est une famille d’éléments de Im(A), libre, qui contient autant d’éléments que la dimension de
Im(A), c’est donc une base de Im(A). Ainsi,

Im(A) = Vect| |2 {,| =1
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Exercice 1.10 Pour la matrice A suivante, commencer par déterminer son image, puis déterminer efficace-
ment son noyau,

1 -1 0
Im(A) =Vect| | o |,| 1 |, =1
1] lo) {1
Or, on peut remarquer que
0 1 0
—1|=|0 |[+]-1
1 -1 1

Et donc, en enlevant le «vecteur de trop»

Im(A) = Vect| | o |,| 1

-1 0
—_— ——
=uy =uy

On peut remarquer que

— Par construction, la famille (u,u;) est génératrice de Im(A).

— De plus, la famille (u1,u,) est libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Ainsi, la famille (u1,u,) est une base de Im(A) et donc

rg(A) =2
* Grace au théoréme du rang, on peut en déduire que
dim(Ker(A))=3-2=1

e Comme on remarque que Cy +C, +C3 = 0, la famille

1

est une famille d’éléments de ker(A), libre, qui contient autant d’éléments que la dimension de
ker(A), c’est donc une base de Im(A). Ainsi,

Im(A) = Vect| | 1
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1.4

Lien avec l'inversibilité
Définition 1.11 — Rappel. SoitA € M,,(R) une matrice carrée. La matrice A est dite inversible lorsqu’il
existe B € M,,(R) telle que AB = I, ou BA = I,, (et alors AB = BA = I)).

Proposition 1.12 — Rappel.
» Cas des matrices 2 X 2. On sait que
a c
A= inversible < det(A) = ad —bc # 0.
b d
Et dans ce cas,
4 1 |4 ¢
~ det(A
@|_,
» Cas des matrices diagonales. On sait que,
a 0 - o 0
0 a
D=|: - - . :|estinversible & Vie[l,n],q; #0.
0
0 0 a,
Dans ce cas,
Lo 0
ay
1
0
D' =
0
0 -« .- 0 <L
an
* Cas des matrices triangulaires. Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses
coefficients diagonaux sont non nuls (attention, dans ce cas, on ne connait pas la forme de I’inverse).
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Exercice 1.13 Déterminer I’inversibilité des trois matrices suivantes, et le cas échéant donner leur inverse.

20 0 500
2 1

A= B=10 4 0 C=|1 0 0
3 4

0 0 -1 2 1 3

* La matrice A est une matrice de taille 2 X 2. De plus,
det(A) =2x4-3x1=5+0.

Donc A est inversible et son inverse est donné par

* La matrice B est diagonale, et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, donc elle est inversible
et son inverse est donné par

1

Lo o
B = I

o L o

0 0 -1

» La matrice C est triangulaire inférieure et un de ses coefficients diagonaux est nul, donc la matrice
n’est pas inversible.

Proposition 1.14 — Rappel. SoitA € M,(R). On a

Aestinversible = VBe€ M, (R), I'équation AX = B admet une unique solution

Dans ce cas, la solution du systéme est

x=A"'B
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Exemple 1.15 On considere la matrice A suivante

01 1
A=11 1 0
111

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

Soient
a X
B=|p|€M;5,(R) et X=|yl
c z
On a

AX =B = 1 1 ofly|=|b

y + 2z = a

= 1 x 4+ 0y = b

x + y + z = ¢

X + y = b L, < L
= ) y + z = a

X + y + z = c

X + y = b
= ) y + z = a

z = c¢c—b Ly« L3—L;

X = —a+c
= 1y = a+b-c

z = —=b+c Ly« Ly—1L;

Donc, pour tout B € M3 1(R), I’équation AX = B admet une unique solution donnée par

—a+c -1 0 1 a
X=la+b-c|=|1 1 -=1||b
-b+c 0o -1 1 c
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Donc A est inversible et son inverse est donné par

P¥- Vérification.
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Proposition 1.16 Soit M € M, ,(R) Sin = p alors

Ker(M) = {Og:} < r1g(M)=n << M inversible

Cette proposition permet souvent de montrer plus efficacement qu’une matrice est inversible mais ne permet
pas de déduire I’inverse lorsqu’il existe.

Exemple 1.17 On considére la matrice A suivante

1 1 0
A=11 0 1
1 1 0
Déterminer si la matrice A est inversible.
On a,
1 1 0 1 0
Im(A) =Vect| | 1],|0l,|1]|=Vect||o],|1
1 1 0 1 0
car
1 1 0
1{=|0]|T|1
1 1 0

«Donc» (rédaction abrégée), le rang de A vaut 2. Donc A n’est pas inversible.

Exemple 1.18 On considére la matrice A suivante

0 1 1
A=l1 10
1 1 1
Montrer que A est inversible.
On a,
01 1

Im(A) = Vect| | 1 |,| 1

=u; =up, =us

Or, la famille (u;,us,us) est génératrice de Im(A) par construction et libre (2 détailler...). Donc, ¢’est une
base de Im(A). Donc, le rang de A vaut 3. Donc A est inversible.
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2 Matrice d’une application linéaire

On considere la matrice A de M3 ,(R) et I’application linéaire f : R? > R? définies par

2 3
A=|_4 5 et V(x,y) € Rz, f(x,y) = (2x+ 3y, —4x+5y,3x+ 7y).
3 7

2 3 2x+ 3y
) X
V(x,y) €R, -4 5 =| —4x+ 5y
y
3 7 3x+7y
On peut aussi remarquer que
2 3
1 0
f =| -4 et S =5
0 1

On dit que f est I’application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

2.1 Représentation matricielle d’'une application linéaire

Proposition 2.1 Soit f € L(R",R”). Alors il existe une unique matrice M = Mat(f) € M, ,(R), appelée
matrice canoniquement associée a ’application f, telle que

YueR", f(u) = Mu

Une autre maniere de construire la matrice canoniquement associée a une application linéaire est de dire que
ces colonnes sont obtenues en calculant I’image des vecteurs de la base canonique de 1’espace de départ
(d’ou le vocabulaire «canoniquement associé a»).

’ Application Linéaire H Matrice canoniquement associée
1 1 1
f: R — R’ Mat(f)=|1 0 -—I
X x+y+z 2 1 1
y — xX—z
z 2x+y+z
1 2 0
f: R — R Mat(f)z(()l 1)
X
(x+2y>
y —
y—z
Z
2 2 . 1
f: R — R Mat(j)z( 1)
X xX+y
—
y X—y
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2.2 Correspondance entre les applications linéaires et les matrices
a) Au niveau des opérations

Dans le monde des Applications Linéaires Dans le monde des Matrices
h=Af+ug Mat(h) = AMat(f)+uMat(g)
h=fog Mat(h) = Mat(f)xMat(g)
h=forwof=f" Mat(h) = Mat(f)x---xMat(f) = Mat(f)"
f bijective Mat( f) inversible
h=f" (bijection réciproque) si existence || Mat(h) = Mat( f )~! (matrice inverse) si existence

Exercice 2.2
1. On consideére

Démontrer que A est inversible et déterminer AL

La matrice A est de taille 2 X 2. On étudie donc son inversibilité grace a son déterminant qui vaut
det(A) =2x1-1x1=1

Comme det(A) # 0, la matrice A est inversible et son inverse est donné par

P¥- Vérification.

2. On considere I’application linéaire f : R? - R? donnée par,
2
V(xy)eR",  f(x,y)=(2x+yx+y)

Démontrer que f est bijective de R? vers R” et déterminer f -

On veut prouver que
V(a,b) €R%, 3l(x,y) €R?, f(x,y) = (a,b)?

Soit (a,b) € R*. On a,
2x + y a x = a=b

fey)=(ab) = =
x + y = b y —-a+2b

Ceci prouve ’assertion de départ. Ainsi, f est bijective de R™ vers R? et

Y(a,b) €eR?, f'(a,b) = (a—b,—a+2b)

M. BOURNISSOU 16/19



3. Quelle propriété illustre cet exemple ?

. . A T -1
On remarque que A est la matrice canoniquement associée a 1’application linéaire f et que A ~ est la
matrice canoniquement associée a 1’application linéaire f . Cela illustre le fait que

Mat(f™") = Mat(f)”™"

Exercice 2.3
1. On consideére les matrices

1 -1 1 2 -1 -1
A=l2 1 3 et B=11 1 1
-1 2 1 2 =2 1

Calculer le produit AB.

En effectuant le produit matriciel, on obtient

2. On considere les applications linéaires f et g, données par

V(x,y.2) €R’, flx,02) = (x=y+2,20+y+3z,—x+2y+2)
v(x,yvz)ERs, g(x,y,z)=(2x—y—z,x+y+z,2x—2y+z)
Calculer fog.

Soit (x,y,z) € R®. On a,

(fog)(xy2) = fg(xy2))

=f(2x—y—z,x+y+22x—2y+7z)

—_— — —

=X =Y =Z

=(X=-Y+Z2X+Y+3Z,-X+2Y+Z)
=(2x—y—z—(x+y+2)+2x—-2y+2,2(2x—y—z) +x+y+z+3(2x -2y +2),
—(2x—-y—-2)+2(x+y+2)+2x-2y+2z)
=Bx—4dy—z,11x—=Ty+2z,2x+y+4z)

3. Quelle propriété illustre cet exemple ?

On remarque que A est la matrice canoniquement associée a 1’application linéaire f, que B est la
matrice canoniquement associée a I’application linéaire g et que AB est la matrice canoniquement
associée a I’application linéaire f o g. Cela illustre donc le fait que,

Mat(f o g) = Mat(f) x Mat(g)
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b) Noyau, Image, Rang

Soient f € L(R",R”) et M = Mat(f) € M, ,(R) sa matrice canoniquement associée. Notons C, ...,C,
les colonnes de la matrice M.

Dans le monde des Applications Linéaires || Dans le monde des Matrices Correspondance

Ker(f) = {x € R" | f(x) = Ogr} Ker(M) = {x € R" | Mx = Ogr} || Ker(f) = Ker(M)
Im(f)={veR’ | JueR" v=Ff(u)} Im(M) = Vect(Cy,...,C,) Im(f) = Im(M)
rg(f) = dim(Im(f)) rg(f) = dim(Im(f)) rg(f) =rg(M)

Ainsi, pour étudier les propriétés d’une application linéaire (noyau, image, injectivité, surjectivité), on
peut le faire directement ou passer «dans le monde des matrices» et étudier toutes ces propriétés 1a au niveau
de I’application canoniquement associée a 1’application linéaire.

Exemple 2.4 On considere I’application linéaire suivante.

3

f: R — R’

(x,y,z) > (=2x-3y+z,y+525z)

Déterminer le rang et le noyau cette application linéaire. Est-elle injective ? surjective ? bijective ?

«Passons dans le monde des matrices» et étudier ces propriétés en étudiant la matrice canoniquement
associée a f est qui donnée par

-2 -3 1
M=o 1 5
0 0 5

* Lerang de M est donné par

rg(M) = dim(F) ol F=Vect|| o ,l 1,5

Or,
— Par construction, (u1,uy,u3) est une famille génératrice de F.
— Montrons que la famille (u,uy,u3) est libre. Soient 41,45, A3 des réels tels que

A cuy+ Ay uy+ Az uz = Ops

Montrons que A; = A, = A3 = 0.

oM =3 A+ A3 = 0
Mg+ w0+ 23 u3 =03 & L + 54 = 0
S, = 0

M =0

= {4, = 0

Az = 0
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Donc la famille (u1,us,u3) est libre.
Donc, la famille (u1,us,u3) est une base de F. Donc, le rang de M est 3
* Donc, grace au théoreme du rang,

dim(Ker(M)) =3-rg(M)=3-3=0
et donc,
0
Ker(M) =410
0

* Donc M est inversible (car la matrice est carrée). Donc I’application f est bijective (et donc injective
L 3 3
et surjective) de R vers R™.
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