Mathématiques — ECG1 TD 05 — Etude de fonctions (Correction)

TD 05 — ETUDE DE FONCTIONS (CORRECTION)

Exercice 1 — Dans tout I’exeruice, on notera D; I’ensemble de définition de la fonction fi (pouri=1,...,8)
1.0Ona

x€ED =x+3+0

Sx#F -3
Donc D; = R\{-3}
2. Comme x - x~ + 1 ne s’annule jamais, on a
D> =R
3.0na
XED3; =2x+120
S 1
Sz —=
R
Donc
1
D3=[—§,+OO|:.

4. Commengons par tracer le tableau de signe de la fonction x — x> —4x+3 Résolvons x* —4x+3 = 0. -
On calcule le discriminant

A=(-4)"—4x1x3

=16-12
=4
- Comme A > 0, deux racines:
Donc on a
—(-4)+vV4 442
X1 = = =2=3
! 2 2
ety = 422
X ‘ —c0 1 3 Final .
x2_4x+3 ‘ N 0 _ 0 malement, on a
xED44=x2—4x+320
= x€]—00,1JU[3;+00[
Donc
Dy=]—00,1]U[3;+00].
5.0na

XED5=>§—5>0

=x>15

Donc D5 =]15;+00[ 6. On a
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x+3>0
x € Dg &= et
2x+1>0
x>-3
= et
x> -1
Donc
1
D¢ =]-3;+00[N]— §;+oo[

=1~ git o]

7. Dy =]0;+00[ ( car fonction puissance réelle)

8. Comme les fonctions x +— 3x + 2 et x — exp(x) sont définies sue R, par composée, la fonction fy est
définie sue R.

Donc Dg = R.
Exercice 2 — Dans tout I’exercice, on notera D; I’ensemble de définition de la fonction fi (pouri=1,...,4)
1.Ona
2
xeD (x+1 >0etd—x #:0)
S (x>-letx=2etx=-2)
Donc

Dy =]-1;+00[-\{2,-2}
=]=1;+00[-{2}

2. La fonction x — ¢" est définie su R et la fonction x = In(2x+3) et bien définie sur ] — % +00 [(cos 2x+3>0=x> —%) .

Donc la ponction f; est bien définie sur ] — %; +oo[

3.0na

x€EDy = —1>0
=e >l
<= x>In(1)=0
Donc D3 =]0;+00[.
4.0na
x€Dy=In(x)>0 et x>0
o x>=1 et x>0
Donc Dy =]1;+00[

Exercice 3 - 1. Les deux fonctions sont définies su R. Donc les composées f o g et g o f sont bien définies
sur R et pour tout x € R,

o (fog)(x) = flg(x) = flx=1) = (x—1)°
o (gof)(x) =g(f(N)) = fx)—1=x" -1

2. e Pour tout x € D, = R, f(x) = X e D, =[0;+00[. Donc go f est bien définies su D, = R et pour
toutx € D), = R,ona

(g0 £)(x) = g(f(x)) = VF(x) = Vo = |a].
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e Pour tout x € D, = [0;+00[,g(x) = yx € D, =R . Donc f o g est bien définie sur D, = [0;+00[ et
pour tout x € D, = [0;+00[, on a

(fog)(x) = fla(x) = (g(x))* = (Vx)* = x.

3.e Pour tout x € Dy =]0;+00 [, f(x) = In(x) € D, = R. Donc g o f est bien définie sur Dy =]0;+00 [
et pour tout x € Dy =]0;+00[,

(g0 £)(x) = g(f(x)) = £(x)* =1 = (In(x))* ~ 1.

e On se demande maintenant si pour tout x € D, = R, g(x) € D, =]0;+00[. C’est faux car pour
x=0,g(0) = —1¢ Dy =]0;+00[ donc la composée f o g n’est pas bien définie.

Exercice 4 — 1. Pour la fonction f:
- domaine de déf: 1—1,1[
- la fct est impaire
- la fct est strict. croissante su ]-1,1[
- pas de majorants/minorants
- pas d’extrema

2.Pour la fonction g:

- domaine de déf: R

- la fct est impaire

- la fct est strict. croissante sur R
- majorants : 1,2,...

- minorants : —1,-2,...

- pas d’extrema

3. Pour la fonction 4 :
- domaine de déf: R
- la fct est ni paire ni impaire
- la fct est strict. croissante su ] — 0o, —1], est strict décroissante sur [—1,1] et strict croissante sur
[1;+00[
- pas de majorants/minorant
- pas d’extrema
R—-R
Exercice 5- 1. e Soit f; : by
X =
X +1
Tout d’abord, f; est bien définie sur R car la fonction x +— x* + 1 ne s’annule jamais. - le domaine de f;
est sym par rapport a zero.
-Soitx€R. Ona

fi1(=x)

Donc f est impaire.
eS-Soitf,: R—-R

X > exp (xz)

Tout d' abord, /> est bien définie sue R comme composée des deux fonctions x — exp(x) et x + X qui
sont définies ser R. le domaine de f, est bien sym par rapport a zéro. Soit x € R. On a

Al=x) =exp((—x)*) =exp () = f(x)

Donc f; est paire.

eSoitf3: R—-oRxe ;2111

Tout d’abord, f; est bien définie sur R car la fonction x — x*+ 1 ne s’annule jamais. Déja le domaine de
f3 est bien symétrique par rapport a zéro.
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-Ona f3(1)=0et f3(—1) =-1.

- Comme f3(1) # f3(—1), f3 n’est pas paire.

- Comme f3(1) # —f3(—1), f3 n’est pas impaire.
2.

e Soit f4 .

R-R
x - exp(x) —exp(—x)

Tout d' abord, x — exp(—x) et bien définie sur R comme composée des 2 fcts x > exp(x) et x - —x
définie sue R. Puis f; est bien définie sur R comme soustraction de 2 fcts définies sur R.

De plus, le domaine de f4 est sym par rapport 2 0 .
Soitx € R. Ona

Ja(=x) = exp(—=x) —exp(—(—x)) = exp(—x) —exp(x) = = f4(x)
Donc f4 est impaire.
R* —R
e Soit f5 : 3
X=X+ 2.
Comme x — x° est définie sur R et x In(x) est définie sur ]0,+00 [, f5 est bien définie sur ]0, +00[.
Comme le domaine n’est pas symétrique par rapport a zéro, fsn ’est ni paire ni impaire.
R* —R
e Soit f6 : 3
X=X+
Comme x — x° est définie sur R et x - i est définie sue R*, f; est définie su R*. le domaine de f; est

sym par rapport 2 0 . Soit x € R’. Ona
3 1 301
Fol=x) = (=) 4 = = = = = —f5(x)
(=x)

Donc f; est impaire.

3.

eLa somme de deux fonctions paires est paire.

Soient f et g deux fonctions paires définies sur un ensemble D sym. % a zéro. Montrons que la fct f + g,
définie aussi sue D est paire. Soitx € D. On a

(f+8)(=x) = f(=x) +g(—x)
= f(x) +g(x)
=(f+8)(x)

Donc f + g est paire.
e De méme, la somme de deux fonctions impaires est impaire,

e Pour la somme d’une fonction paire et d’une fct impaire, on me peut rien dire la fct x — x est impaire
et la fct x — 1 est paire. Pourtant, la fct x = x + 1 est ni paire ni impaire:

f(1)=2etf(-1)=0
4. Un polyndme P de degré 2 qui admet deux racines notées x; et x, peut toujours s’écrire:
pour tout x € R, P(x) = A (x —x1) (x —x,) I ci, on suppose que les racines sent opposées, i.e
Xy = —X
Donc pour tout x € R,P(x) = A (x—x1) (x+x1)
=A (x2 - x%)
Montrons que P est paire.

- Son domaine de définition, R, est symétrique par rapport a 0 .
- Soitx € R.
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P(—x) = A((-x)* = x7)

2 2
=21 (x —x])
= P(x)
Donc P est paire
Exercice 6 — Soit x € [1,3[.
eOnax=1
2 2 .
donc x™ =1 car x — x~ croissante sur R,
2
donc —x~ < -1 car —1 <0
L . *
donc —é = -1 car x — i décroissante sur R_
donc —%2—2 car2>0
eOnax<3
2 2 .
doncx” <9 car x — x~ croissante sur R
donc —x~ = -9 car -1 <0
P . *
donc —é < —é car x — )lc décroissante sur RZ
donc —%s—% car2>0
2. Soitx € [-3,2]. ona
1 3 3 1 1 1
- {——<-& —< —— < = >
6 S o S2 5 S e 2 car3>0

o 182 (x—1)7+2322

. . . *
car tous les termes sont > 0 et x — i est strictement décroissante sus R,

=182 (x—1)+2

et (x—1)7+222

o= x-1)Y2<16 et (x—-1)20
\ﬁ_-l
toujours vrai

= (x-1) <16

= x—1] <4

. . 2 . .
car x — +/x est strictement croissante sur Ry et 1/(x—1 )2 = |x—1| carx + x~ est strictement croissante
sur R,

= -4<x-1=<4
= -3=<x<5

La derniére inégalité est vraie pour x € [—3,2].
Dong, pour tout x € [-3,2],0n a

1 3 3

- — <=

6 (x-1)2+2 2
3. Soitue[1,4].-uzldoncu—120et JuzvIi=1 car x > /X est croissante sur R’
donc x+x—121
donc ﬁ <1 carx = }lc est croissante sur R} et les deux termes sont > 0
eu<ddoncu—1<3etJusvd=2 car x — +/x est croissante sur R
donc Ju+u—-1<5
donc T +1u—l = % carx — i est croissante sur R} et les deux termes sont > 0

4. Soient (a,b) ER*tq2<a=<3etl<b=2.
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2 2 .
onad<a <9 () car tous les termes sont = 0 et x — x~ croissante sur R,

1 . *
<1 car tous les termes sont = 0 et x — + Croissante sur R

2
donc —2<—-——-<-1 (*%)

En sommant les inégalités (*) et (**), on obtient

2Sa2—zs8.

Exercice 7 - 1. La fonction f est dérivable su R (fonction polynomiale) et sa dérivée est donnée par

flx) =3 -3

Vx eR,
=3(x—1)(x+1)

On peut en déduire le tableau de signe de f : puis le tableau de variations de f

X —00 -1 1 +00
f(x) + 0 - 0 +
3 +00
2. —% !
4 Ty
(_133)
It It x\
-3 — -1 2 1 i 2 3
(17_1)
_2 +
3 pas de minimum car lim,_,_o f(x) = —00

pas de maximum car lim,_, ;o f(x) = +00
4.  f(=1)# f(1) donc f pas paire f(—1) # —f(1) donc f pas impaire



