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1 Généralités sur les polynomes

1.1 Définitions
Définition 1.1 On appelle polyndéme ou fonction polynomiale une fonction définie sur R par

n
pour toutx €R, P(x) = Z apxy = g+ arx+ arx* + -+ apx’
k=0

N

ou
e 1 est un entier naturel,
e ctag,ay,...,a, sont des réels appelés coefficients du polyndéme P,
e en particulier ag est appelé le coefficient constant du polyndme.

Exemple 1.2
Fonction Polynome (V/F) Coefficient constant
x—1—2x3 +5x* Vrai 1
x—0 Vrai 0
x> —742x7 +6x3 —5x2 +2x—3 Vrai -3
x+—a(poura € R) Vrai a
x—3+2x—51/x Faux
xb—>4—|—2x—|—x% Faux

Définition 1.3 L’ensemble des polyndmes a coefficient réels est noté R[x]. Cette notation résume les deux
aspects essentiels des polyndmes : un polyndme est constitué de puissances de x et de coefficients réels.

Exercice 1.4 Soit P € R[x] défini par

n
pour toutx €R, P(x) = Z apxp = ap +arx+apx® + -+ "
k=0

Que vaut P(0)?

OnaP(0)=ap+a; x0+ap x 0> +---a, x 0" = ay.

Pour toute fonction polyndmiale, la valeur en O est donnée par le terme constant.



1.2 Opérations sur les polynémes
Exemple 1.5 Soient P et Q deux polyndmes définis par, pour tout x € R,

P(x)=x>+x+1 et O(x)=x>—x+2.
Alors, pour tout x € R,
(=50)(x) = —5x> +5x— 10
(P+Q)(x)=x"+2>+3
PO)(x) = (6 +x+1)(x> —x+2) = +x* + X7 +x+2

n m
Proposition 1.6 Soient P:x — Y aixfet Q:x+— ¥ byx* deux polyndmes et A € R.
k=0 k=0

Alors les fonctions AP, P+ Q et PQ sont des polyndmes. Plus précisément, on a

n
Multiple de P par A AP:x— Y (Aap)x*
k=0
max(n,m)
Somme de P et Q P+Q:— Y (ax+b)xt
k=0
n+m k
Produit de P et Q PO:— Y cixfoucy =Y aiby_;
k=0 i=0

Exemple 1.7 Revenons sur ’Exemple 1.5. Avec les notations de la Proposition 1.6, on a

—

| e =1
U k=0 | b= 1

n =2 | a =1 | a
m = 3 | by = 2 | b

Donc, pour tout x € R, on a

(P+0)(x) = i(“k"‘bk)xk =(142)+(1=Dx+(1+0)x>+ (04 1)x* =3+ +x°
k=0

Et, pour calculer PQ, on calcule d’abord les coefficients suivants.

0
co= Zaib()ﬂ‘ =apbp=1-2=2
i=0
1
1= (l,‘blﬂ‘:a()b1+alb0:1‘(71)4’1’2:1
i=0
2
Cy) = Zaibz,i:a()b2+a1b1 +arbg =1 -0+1-(71)+1-2: 1
i=0
3
c3 = Zaib3,i:a0b3 +a1b2+a2b] +Cl3b() - 1-1+1~0+1'(71)+0'2:0
i=0

4

c4= Za,‘b47i:a0b4+a1b3 +ayby+azby +asbg=1-0+1-1+1-0+0-(—1)+0-2=1
i=0
5

Ccs = Za,‘b_s,i:a()bs +a1by + arbs + azby + agby + asby = 1-0+1~0+1-1+O-0+0'(—1)+0'2: 1
i=0



1.3 Degré d’un polynéme
Définition 1.8 Soit P € R[x] défini par

Si a, # 0, alors

k=0

n
pour toutx €R, P(x) = Zakxk =ay+arx+ax> + -+ apx"

e q, est appelé le coefficient dominant du polyndme P,
e et Ientier n est appelé le degré du polyndme, on note deg(P) = n.

On note R,[x] I’ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

On ne peut pas définir le degré du polyndme nul puisque tous ses coefficients sont nuls. Par convention,

on pose que son degré est égal a —oo.

Exemple 1.9
Polyndme Degré Coefficient dominant Ensemble
X 54— 2x +4x° — 112x° 9 —112 Ro[x],Rio[x], R[], -
X x? —xt 4323 4 ~1 R4[x],Rs[x],R[x],. ..
xX—6 0 6 Rolx],R1[x],R[x],...
x> ax? +bx+c (pour a,b,c réels) 2 a Ra[x],R3[x],R[x], ...

o deg(AP) = deg(P)
o deg(P+ Q) < max(deg(P),deg(Q))
o deg(PQ) = deg(P) +deg(Q).

Proposition 1.10 Soient P et Q deux polynémes non nuls et A € R*. Alors

Exemple 1.11 Reprenons les polyndmes de I’Exemple 1.5. Soient P et Q deux polyndmes définis par, pour

toutx € R,
P(x)=x>+x+1

Alors, la Proposition 1.10 donne

deg(—5Q) = deg(Q) =3

et

Q(x) =x>—x+2.

deg(P+ Q) < max(deg(P),deg(Q)) = max(2,3) =3
deg(PQ) = deg(P) +deg(Q) =243 =5.

Cela coincide avec les calculs effectués dans I’Exemple 1.5.

En général,

deg(P + Q) # max(deg(P),deg(Q))
car les coefficients dominants peuvent s’annuler. Par exemple, considérons les polyndomes P et Q donnés

par, pour tout x € R,

P(x)=x+x> +x+1

Alors, pour tout x € R,

O(x) = —x°.

(P+Q)(x) =x"+x+1.

Donc
deg(P+Q) =2

mais

max(deg(P),deg(Q)) = 3.




1.4

Unicité d’un polynéme

Proposition 1.12 Deux polyndmes P et Q sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients (et
de fait le méme degré). En particulier, si deux polyndmes sont de degré différents alors ils ne sont pas
égaux.

Exemple 1.13 Déterminer (a,b,c) € R® tel que
pour toutx € R, x* +2x° +3x° + 2x + 1 = (ax® + bx +¢)*.
Soitx € R.On a
(ax* +bx+¢)? = (ax® + bx + ¢) (ax* + bx+¢)
= a*x* 4 abx® 4 acx® + abx® + b*x* + bex + acx® 4 bex + ¢
= a*x* 4 2abx® + (2ac + b?*)x* 4 2bex + ¢

Donc, on cherche (a,b,c) € R3 solution du systeme (non linéaire) suivant.

a’ = 1

2ab = 2

(S) ¢ (2ac+b*) = 3
2bc = 2

2 = 1

e Sia =1, alors en regardant la deuxieme équation, on trouve que b = 1, puis en regardant
la quatrieme équation, on trouve que ¢ = 1. Et les autres équations sont compatibles.

e Si a = —1, alors en regardant la deuxieme équation, on trouve que b = —1, puis en
regardant la quatrieme équation, on trouve que ¢ = —1. Et les autres équations sont
compatibles.

Finalement, on a trouvé deux solutions possibles :
pourtoutx € R, x*+2°0 437 2+ 1= (P +x+1)> = (> —x—1)%

Exemple 1.14 Trouvons (a,b,c) € R? tel que,

2
x4+3x+1 a b + ¢
tout R _ — - .
pour tout x € R, (x 1)2(x—2) x=2 x—1 (x 1)2

Soit x € R. On a

a__ b +_° Ca(x—1)2+b(x—1)(x—2) +c(x—2)
x—2 x—1 (x—1)2 (x—1)2(x—2)
_ax2—2ax—0—a—|—bx2—2bx—bx+2b+cx—2€
B - 12(-2)
~ (a+b)x*+(—2a—3b+c)x+a+2b—2c
- 12(6-2)
Donc, on cherche (a,b,c) € R? solution du systéme linéaire suivant.
a + b = 1
(S) —2a — 3 + ¢ =
a + 2b — 2¢ = 1
En utilisant la méthode du pivot de Gauss, on a
a + b = 1 a + b = 1 a = 11
(S) - b + ¢ =5 & - b + ¢c =5 & = —10
b — 2¢ = 0 — = 5 c = =5
Ainsi,
X2 +3x+1 11 10 5

tout x € R, - - a '
pour tout x € R, (x—1)2x-2) x—2 x—1 (x—1)?2




Racines d’un polynéme
Définition
Définition 2.1 On dit qu’un réel o est une racine d’un polyndme P lorsque

P(a) =0.
Exemple 2.2
Polyndme Racine(s)
pour toutx € R, P(x) = (x—1)(x+3)(x+4) 1,3 et 4 sont toutes les racines de P

pour tout x € R, P(x) =x*>—5x+6 2 et 3 sont toutes les racines de P (car A =1 donc...)
pour tout x € R, P(x) =x*>+2x+3 P n’a pas de racines (car A = —4 < 0)

pour tout x € R, P(x) = x> —2x+1 1 est une racine “évidente” de P

pour tout x € R, P(x) =x*+5 P n’a pas de racines car, pour tout x € R, P(x) >5>0

Trindme du second degré

Proposition 2.3 — Racine:s et factorisation d’un polynéme de degré deux.
Soient (a,b,c) € R et P € R[x] défini par

pour toutx €R, P(x) =ax’ +bx+c

e Si A > 0, alors le polyndme P admet exactement deux racines réelles données par

_—b—VA _—b+VA

it 2a 2a

X2
Dans ce cas, le polyndme P peut s’écrire sous la forme factorisée suivante
pour toutx € R, P(x) =a(x—x;)(x—x2).

e Si A =0 alors le polynome P admet exactement une racine réelle donnée par

b

Xo=——.
2a

Dans ce cas, le polyndme P peut s’écrire sous la forme factorisée suivante
pour toutx €R, P(x) = a(x —xp)*.

e Si A <0 alors le polyndme P n’admet pas de racines réelles et pas de factorisation.

Exemple 2.4
Polyndme Racine(s) Factorisation
pour tout x € R, P(x) =x*> —5x+6 2et3 pour tout x € R, P(x) = (x—2)(x—3)
pour tout x € R, P(x) =x>+1 Aucune Pas de factorisation
pour tout x € R, P(x) = —x*>+10—25 5 pour tout x € R, P(x) = —(x—5)?




Proposition 2.5 — Relations coefficients-racines. Soient (a,b,c) € R? et P € R[x] défini par

pour toutx €R, P(x) =ax’ +bx+c

Supposons que A > 0. Alors P admet deux racines réelles que 1’on note x; et x;. Dans ce cas, on a

C
X1 +xp=— — et X] XXp = —.
a a

Démonstration. Comme le polynome P admet deux racines distinctes (car A > 0), il admet la factorisation
suivante : 5
pour tout x € R,  P(x) =a(x—x1)(x—x2) = ax” —a(x; +x2)x+ ax;xz.

Donc, en identifiant les coefficients, on obtient que

{a(x1+x2) = b o {x1+xz = —g

axixp = C X1X2 =
Ce qui conclut la preuve. |

Exemple 2.6 Résoudre le systéme suivant d’inconnues (r,s) € R?

r + s = -3
rox s = 2
D’apres les relations coefficients-racines, r et s sont les racines du polyndme suivant

pour toutx € R,  P(x) =x*+3x+2.

Or P est un polyndme de degré 2, donc on obtient ces racines en étudiant son discriminant. On a
A=3?-4x1x2=9—8=1.Comme A > 0, le polyndme P admet deux racines données par

—3+1 —3-1
oV et e

-2
2 2

Donc finalement, I’ensemble des solutions est donné par

{(_1’_2)7(_27_])}

Proposition 2.7 — Lien signe des coefficients/signe des racines. Soient (a,b,c) € R? et P € R[x]
défini par 5
pourtoutx € R, P(x) =ax"+bx+c

Supposons que A > 0. Alors P admet deux racines réelles que 1’on note x; et x;. Dans ce cas, on a

Signe a | Signe b | Signe c Signe des racines

+ + + les racines de P, données par x| et x,, sont négatives

— — — les racines de P, données par x; et xp, sont négatives

+ — + les racines de P, données par x; et x,, sont positives

— + — les racines de P, données par x; et x,, sont positives

Dans les autres cas, P admet deux racines de signe contraire : il admet une racine positive et une racine
négative.




2.3 Factorisation

Proposition 2.8 Soit P un polyndme de degré n > 1 et & € R. Si « est une racine de P, i.e. P(at) =0
alors, il existe un polyndme Q de degré n — 1 tel que

pourtoutx € R, P(x) = (x—a)Q(x).

Exemple 2.9 Soit P € R[x] défini par
pour toutx € R,  P(x) =3x> +10x> —=3x— 10
1. Vérifions que 1 est une racine évidente du polyndme P.
OnaP(1)=3-1+10-1>-3-1-10=0
Donc 1 est une racine de P.

2. Trouvons un polyndéme Q tel que,
pourtoutx €R, P(x) = (x—1)Q(x)

D’abord, nécessairement le polyndme Q est de degré 2, donc on peut le chercher sous la

forme
pourtoutx € R, Q(x) =ax’ +bx+c

avec (a,b,c) € R a déterminer.
Soitx € R.On a

(x—1)Q(x) = (x—1)(ax® +bx+c) = ax’ + bx* 4 cx—ax* —bx—c=ax’ + (b—a)x* + (c—b)x—c

Donc nécessairement, (a,b,c) € R? est solution du systéme linéaire suivant.

a = 3 a = 3
—a + b = 10 —a+b = 10
— ¢ = -—10 c = 10

Donc, le polyndme Q est donné par

pour tout x € R,  Q(x) = 3x* + 13x+ 10

3. Factorisons completement le polyndme P.
D’apres la Question 2, pour factoriser P, il suffit de factoriser Q. Or Q est un polynoéme du
second degré, donc il suffit de regarder son discriminant.

OnaA=13>—4-3-10 =169 — 120 = 49. Comme A > 0, le polynéme Q admet deux
racines réelles données par,

13-4 10

—13+V49
M=7o%3 T3

et X1 = %3 =-—1

Ainsi, le polynome Q se factorise de la maniere suivante

1
pourtoutx €R, Q(x) =3(x+1) ()H- ;)

Donc le polyndme P se factorise de la maniere suivante

1
pourtoutx € R, P(x) =3(x—1)(x+1) (x+ 30>



4. En déduire toutes les racines de P.

Ayant la forme factorisée de P, on en déduit toutes les racines de P de la maniere suivante.
Soitx € R.On a

10
Px)=0<3(x—1)(x+1) <x+3) =0
10
& {x—l—O ou x+1=0 ou x+3—0}

10
& {xl ou x=—1 ou x3}

Donc P admet exactement 1, —1 et — 12—0 comme racines réelles.

Proposition 2.10 Soient n € N* et P € R[x] un polyndme de degré exactement n et de coefficient dominant
noté a,,. Alors,
e P posseéde au plus n racines distinctes,
e ct si P possede exactement n racines distinctes notées Q,..., oy alors, P s’écrit sous la forme
factorisée suivante

pourtoutx €R, P(x)=a,(x—a))(x— ) - (x— ).

Exemple 2.11 Reprenons le polynéme P de I’Exemple 2.9, donné par
pour toutx € R, P(x) =3x> +10x> —=3x— 10
On a montré que le polyndome P
e est de degré 3,
e admet exactement 3 racines distinctes, données par 1, —1 et — 13—0

e et qu’il se factorise sous la forme

1
pourtoutx €R, P(x)=3(x—1)(x+1) (x+ f)

Exemple 2.12 Soit P le polyndme P défini par
pourtoutx € R, P(x)=x"—2x>+x

1. Vérifions que O est une racine évidente du polyndme P.
Ona P(0) = 0°> —2-0%+0 = 0. Donc 0 est une racine de P.

2. Trouvons un polyndme Q tel que
pour tout x € R, P(x) =x0(x)
Ici, la factorisation est immédiate. Pour tout x € R, on a
P(x) =x(x* =22 + 1) = x0(x)

3. Factorisons compleétement le polynome P.

Pour factoriser P, d’apres la Question 2, il reste seulement a factoriser Q. Comme Q n’est
pas de degré 2, il faut trouver une factorisation “a la main”. Ici, on reconnait une identité
remarquable.

pourtoutx €R, Q(x)=x* -2 +1=(*—1)>=(x—1)*(x+1)*
On en déduit que le polyndme P se factorise de la maniere suivante

pour toutx €R, P(x) =x(x— 1)*(x+ 1)



4. En déduire toutes les racines de P.

Ayant la forme factorisée de P, on en déduit toutes les racines de P de la maniére suivante.
SoitxeR.Ona

Px)=0 & x(x—12x+1?=0 & [x=0oux=1loux=—1]

Donc P admet exactement 0, 1 et —1 comme racines réelles.

Conclusion : On a montré que le polynome P
e estde degré 5,
e admet seulement 3 racines distinctes, données par 0,1 et —1
e et qu’il se factorise sous la forme
pour toutx € R,  P(x) =x(x—1)*(x+1)?

Proposition 2.13 Un polynoéme de R, [x] ayant au moins 7 + 1 racines est forcément le polynéme nul.

Exercice 2.14 Soient ay,...,a, des réels deux a deux distincts. Soient P et Q deux polyndmes de R, [x]

vérifiant
pour tout k € [0,n], P(a;) = Q(ax).

Montrons que P = Q. Pour cela, on peut introduire le polynéme R = P — Q.
1. Déterminons le degré de R.

Par hypothese, comme P et Q sont dans R, [x], ils sont tous les deux de degré au plus n.
A deg(R) = deg(P — Q) < max(deg(P),deg(—Q)) = n.
Et donc R est un polyndme de degré au plus n.
2. Déterminons les racines de R.
Pour tout k € [0,n], on a R(a;) = P(a;) — Q(ax) = 0 par hypothese.
Donc R admet n + 1 racines, données par ay, . .., a,.

3. Conclusion.

R est un polynome de degré n admettant au moins n + 1 racines. C’est donc forcément le
polyndme nul, c’est-a-dire que P = Q.

3 Division euclidienne pour les polynomes
Pour tout couple d’entiers 7 et d, il existe un unique couple d’entiers g et r tels que

n=dxq+r avec 0<r<d.

Cela revient a trouver la quantité qu’il reste apres le partage équitable le plus grand possible. Par exemple, si
on veut partager équitablement 30 billes entre 7 enfants, chacun aura 4 billes et il en restera 2 :

30=7x4+2.

Proposition 3.1 Pour tout couple de polyndmes A et B de R[x], il existe un unique couple de polyndmes
O et R de R[x] tels que

A=BxQ+R avec deg(R) < deg(B).
Le polyndme Q s’appelle le quotient de la division euclidienne et le polyndme R le reste de la division
euclidienne.

Méthode pour effectuer une division euclidienne.
Illustrons la méthode directement sur un exemple. Considérons les deux polyndmes A et B donnés par

pourtoutx € R, A(x)=2x+x>—5x+5 et B(x)=x>-2.
Déterminons le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B, c’est-a-dire cherchons deux
polyndmes Q et R tels que

A=BxQ+R avec deg(R) < deg(B).



1. D’abord, déterminons le degré des polyndmes Q et R.
Comme deg(R) < deg(B), R est de degré soit —oo (polyndme nul), soit 0, soit 1.
De plus, I’égalité A = B x O+ R conduit a deg(B x Q) = deg(A — R) et donc
deg(Q) +2 < max(deg(A),deg(R)) =3
Et donc deg(Q) < 1.
2. Puis cherchons les polyndmes Q et R avec des coefficients indéterminés.
Comme Q et R sont de degré au plus 1, on peut les chercher sous la forme

pourtoutx €R, Q(x)=ax+b et R(x)=cx+d,

avec a,b, c et d des réels a trouver en injectant ses expressions dans 1’équation.
Soit x € R. On a

(Bx Q+R)(x) = (x> —2)(ax+b) +cx+d
=ax’ +bx> —2ax—2b+cx+d
=ax’ +bx* 4+ (—2a+c)x+d—2b

Donc, pour que A = B x Q + R, nécessairement, (a,b,c,d) € R* est solution de

a = 2 a = 2
b = 1 b = 1
—2a + c -5 < c = -1

— 2b + d = 5 d = 7

Conclusion : Finalement, on a
pourtoutx €R, Q(x)=2x+1 et R(x)=-x+7.

Et la division euclidienne de A par B s’écrit

pourtoutx € R, A(x) =B(x)(2x+1)—x+7 avec deg(R) < 2.



