Mathématiques - ECG1 TD 08 - Polynémes

TD 08 — POLYNOMES

Exercice 1 - Opérations sur les polynémes. Déterminer le degré des polyndmes suivants sans faire de
calculs sur le papier.
1. Pourtoutx € R, P (x) = x> — (x—2)?
=x> —x(x—2)?

(x+1)10— (4x?+1)8

Exercice 2 - Opérations sur les polyndmes. Soient P et Q deux polyndmes définis par, pour tout x € R,

3

X

2. Pour tout x € R, P»(x) = x°
3. Pourtout x € R, P3(x

P(x) =3x°+4x*+5 et O(x) =x*—Tx+1

1. Pour les deux polynomes P et Q, donner :
e leur coefficient constant,
e leur degré,
e leur coefficient dominant,
e un entier n tels qu’ils appartiennent a R, [x].
2. Sans faire de calculs, donner une information sur le degré des polyndmes suivants :

iy —2pP i) P+Q iii) PO

3. (%) Calculer le polyndme PQ en utilisant la formule suivante

deg(P)+deg(Q) k
pourtoutx R, (PQ)(x)= Z cx* ot pour toutk € [0,deg(P)+deg(Q)], = Z aiby_;
k=0 i=0

4. Calculer les trois polynomes de la Question 2, et vérifier que les réponses aux Questions 2 et 3
coincident avec ces résultats.

Exercice 3 - Unicité des coefficients d’'un polynéme.
1. Déterminer (a,b,c) € R? tels que
2 a b c

tout x € R\{0,1,—1 = - :
pour tou X e \{ s Ly }7 x(x—l)(x+l) x_1+x+x+1

2. (%) En déduire la valeur de la somme suivante pour toutn € N, n > 2,

d 2
k;zk(k— 1)(k+1)

Exercice 4 - Relations coefficients-racines. Les trois questions sont indépendantes.
1. Résoudre le systeme suivant d’inconnues (r,s) € R

r + s = =2
r x s = -—15
(Indication : On montrera que s et r sont les racines d’un polynémes a déterminer.)
2. (%) Déterminer 1’age de Marc et Sophie sachant que Marc est le plus 4gé, que la somme de leurs ages
est égale a 28 et que le produit de leurs ages est égal a 192. (Indication : 28 = 784. On montrera que

les dges de Marc et Sophie sont les racines d’un polynomes a déterminer.)
3. (x) Résoudre le systéme suivant :

{ln(x) + In(y) = 5
In(x) x In(y) = 4

(Indication : On montrera que s = In(x) et r = In(y) sont les racines d’un polyndmes a déterminer.)
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Exercice 5 - Factorisation/Racines d’un polynéme. Soit P le polyndme défini par, pour tout x € R,
P(x)=3x>—x-2
0. Donner le nombre maximal de racines distinctes possible pour le polyndme P.

Vérifier que 1 est une racine évidente du polyndme P.
2. Trouver un polyndme Q tel que,

—_—

pour toutx € R, P(x) = (x—1)0(x).

e

En déduire toutes les racines de P.
4. (%) Résoudre sur R I'inéquation P(x) > 0. (On s’aidera de la forme factorisée pour dresser le tableau
de signe de P.)

Exercice 6 - Factorisation/Racines d’un polynéme. Soit P le polyndéme défini par, pour tout x € R,
P(x)=x"—2x> —5x+6
0. Donner le nombre maximal de racines distinctes possible pour le polyndme P.

Vérifier que —2 est une racine évidente du polyndéme P.
2. Trouver un polyndme Q tel que,

[u—

pourtoutx € R, P(x) = (x+2)Q(x).

|V}

. Factoriser completement le polyndme P.
. En déduire toutes les racines de P.
5. (%) Résoudre les équations suivantes. (On pourra considérer des nouvelles variables X = In(x) ou
X=¢")
(@) (In(x))*—2(In(x))>—5In(x) +6 =0
(b) e —2e"+6e*—5=0

Exercice 7 - Factorisation/Racines d’un polynéme. Soit P le polyndéme défini par, pour tout x € R,

N

P(x) = x> —4x* + 403 +2x* — 5x 42

0. Donner le nombre maximal de racines distinctes possible pour le polyndme P.
1. (%) Déterminer toutes les racines de P.
2. Ecrire P sous forme factorisée.

Exercice 8 - Division euclidienne. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les deux cas suivants?
1. Pour toutx € R, A(x) =x* + 1 et B(x) = x> +x+ 1.
2. Pour tout x € R, A(x) = 2x° + x> + 17x — 2 et B(x) = x> +2x+ 3.



