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1 Vérité mathématique

1.1 Assertion

Définition 1.1 On appelle assertion ou une proposition une phrase dont on peut dire si elle est vraie (V)
ou fausse (F).

La notion de vérité mathématique peut différer de la notion de vérité au sens courant du terme. Par
exemple, la phrase suivante est communément vraie, mais fausse au sens de la vérité mathématique :

« Deux semaines, c’est quinze jours ! »

Exemple 1.2

Exemples Assertion (Oui/Non) Vérité

«24+3» Non
« La fonction x — x? est croissante sur R » Oui Fausse

«La fonction x — x> est croissante sur R » Oui Vrai

«Pourtoutx € R,onae* > 0» Oui Vraie
«Il existe x € R tel que e* > 0 » Oui Vraie
«Pourtoutx € R, onax?=4» Oui Fausse
«Tl existe x € R tel que x*> = 4 » Oui Vraie

1.2 Opérations « ou », « et », « non »

Définition 1.3 Soient & et 2 deux assertions.
e [’assertion « & et 2 » est vraie lorsque &2 est vraie et 2 est vraie.
e [’assertion « & ou 2 » est vraie lorsque au moins une des deux assertions est vraie.
e [assertion « non & » est vraie lorsque &2 est fausse.

Pour s’aider, on peut dresser des tables de vérité.

P | 2| P2 P? | 2| Pou2

F F F F F F & | NonZ
\Y% F F \Y% F \Y% \% F
F \% F F \% \% \%
vV | Vv \% vV | v \Y%




Le « ou » mathématique differe du « ou » dans le langage courant. Par exemple, concernant la question

« fromage ou dessert ? »

e Dans le langage courant, ce « ou » est exclusif, on doit choisir entre le fromage et le dessert, tandis
qu’en math, le « ou » est inclusif, on peut prendre juste du fromage, juste du dessert, ou méme du

fromage et du dessert.

e De plus, une personne qui veut un dessert devra répondre « dessert », tandis qu’un-e mathémati-
cien-ne qui veut un dessert peut répondre simplement « oui » a la question...

1.3 Implication et équivalence

est
— vraie dans les autres cas.

2 [est vraie] ») est

On a aussi,
P2
On peut alors dresser les tables de vérité suivantes.
P 2 P =2
F F \Y
v F F
F v \
A% A% \Y

Définition 1.4 Soient &2 et £ deux assertions.
e L’implication & = 2 (se lit « & implique 2 », ou encore «si & [est vraie] alors 2 [est vraie] »)

— fausse lorsque &7 est vraie et 2 est fausse,
e [’équivalence & < 2 (se lit « & équivalent 2 2 », ou encore « &2 [est vraie] si et seulement si

— vraie lorsque & sont simultanément fausses ou simultanément vraies.
— fausse dans les autres cas.

lorsque (¥ = Z2et 2= P)

& 2 P2
F F \Y%
v F F
F v F
\' A\ \Y

Lorsque & = 2 est vraie, on ne peut rien dire sur la valeur de vérité de &2. Par exemple, Alice tire une
carte. Bob annonce « si la carte n’est pas rouge, alors c’est un trefle ou un pique ». Cette implication est
vraie, pourtant on ne connait pas la couleur de la carte d’Alice.

Exemple 1.5
Exemples Vérité Explications

« (il pleut) = (il y a des nuages) » Vrai car il ne peut pas pleuvoir sans nuage

« (il y a des nuages) = (il pleut) » Faux car il pleut y avoir des nuages sans pleuvoir

« (il pleut) < (il y a des nuages) » Faux car une des deux implications est fausse

«x+3=05x=-3» Vrai car les deux prop. sont simultanément vraies/fausses

«x=2=x>=4» Vrai car on ne peut pas avoir x =2 et x> # 4
«X¥=4=>x=2» Faux car on peut avoir x* =4 et x #2
«X¥=4sx=2» Faux car une des deux implications est fausse
«1=20=1» Vrai car « | =2 » faux et « 0 =1 » faux




Définition 1.6 Soient & et 2 deux assertions.
e Dans & = 2, on dit que & est une condition suffisante pour 2 car il suffit que & soit vraie
pour que 2 soit vraie.

e Dans & = 2, on dit que 2 est une condition nécessaire pour & car si 2 n’est pas vraie, alors
& ne peut pas étre vraie.

e Dans & < 2, on dit que 2 est une condition nécessaire et suffisante pour 2.

Exemples

Condition suffisante

Condition nécessaire

« (il pleut) = (il y a des nuages) »

(il pleut)

car s’il pleut, alors il y a des nuages

(il y a des nuages)
car si pas de nuage, alors pas de pluie

(x=2)

car si x =2 alors (x2 =4)

x* =4

car x> # 4, alors x # 2

Définition 1.7 Soient & et 2 deux assertions.
e Laréciproque de I’implication « & = 2 » est I'implication « 2 = & ».
o La contraposée de I'implication « &2 = 2 » est I'implication « non(Z2) = non(Z) ».

Exemples Réciproque Contraposée
r=1=x>=1 P=l=x=1 PAEI=xA]
Vérité v F \Y

valeur de vérité.

Proposition 1.8 Une implication « & = 2 » et sa contraposée « non(2) = non(4?) » ont la méme

Exemple 1.9 Soit n € N. Montrons que

11 est plus facile de montrer sa contraposée qui est donnée par,

n? est pair =

n estimpair =

n est pair

Soit n € N qui est impair. Montrons que 7> est aussi impair.

Comme n est impair, on sait qu’il existe k € N tel que n = 2k + 1.

n? est impair

Donc, en élevant au carré, on obtient n% = (2k+ l)2 = 4k% + 4k +1.

En factorisant par 2, on obtient que n? s’écrit n® = 2(2k* +2k) + 1.

Donc n? est impair.

Donnons quelques exemples d’implication et d’équivalence dont il faut se méfier.

Implication vraie

Réciproque fausse

Contre-exemple

Equivalence rectifiée

X=y=ax=ay

ax=ay#x=y

Aveca=0,x=1lety=—1
carax =ay =0 mais x #y

Soita e R*.Onax=y < ax=ay

x=\a=x>=a

car x* = a=1mais x # \/a

a=b=a*=b’ a@=bAa=b Aveca=2,b= -2 Soita,b >0.0Onaa=b< a>=b*
cara®> =b*> =4 maisa # b
Pour a > 0, ¥=a#x=+/a Aveca=1,b=—1 Soit a,x > 0.

Onax=.a<x*=a




1.4 Régles de calcul

2.1

Proposition 1.10 Soient &, 2 et % trois assertions.
e SiV = Qet 2= Falors ¥ = X%.
e SiP = Qet2 e Halorss P < KA.

Cela permet de faire des « chalnes d’équivalence » ou d’implications. Par exemple, pour démontrer que
A & B < C, on peut montrer successivement A = B, B= Cet C = A.

Proposition 1.11 Soient &2 et 2 deux assertions.

Assertion Négation
P non(%?)
non(%) &

& ou 2 non(.%?) et non(2)

Pet 2 non(%?) ou non(<2)

P =2 & etnon(2)

Quantificateurs universels

Quantificateur v et 3

Une propriété mathématique doit étre quantifiée. Cela signifie
e qu’il faut préciser a quel ensemble appartiennent les variables,
e et qu’il faut préciser si la propriété est vraie pour toutes les valeurs ou seulement pour certaines
valeurs.
Pour cela, on dispose de deux quantificateurs.

Définition 2.1 Soient E un ensemble, et &2 (x) une proposition dépendant de la variable x, avec x € E.
e [’assertion

«Vx€E, @(x) »

se lit « pour tout x appartenant a I’ensemble E, I’assertion #?(x) est vraie »
et
— est vraie lorsque, pour tous les éléments x appartenant a E, &2 (x) est vraie,
— est fausse sinon, c¢’est-a-dire, lorsqu’il existe au moins un élément x de E tel que &?(x) est
fausse.
e [assertion

«Ixe€E, P(x)»

se lit « il existe [au moins] un x appartenant & I’ensemble E tel que ’assertion ?(x) est vraie »
et
— est vraie lorsque, il existe [au moins] un élément x appartenant a E tel que 2 (x) est vraie,
— est fausse sinon, ¢’est-a-dire, pour tous les éléments x de E, #(x) est fausse.

On rencontre parfois aussi la notation
«Ax€E, P(x)»

qui signifie qu’il existe un unique élément x de E tel que &?(x) est vraie.



Exemple 2.2

Ecriture en “francais” Ecriture avec quantificateurs
Il existe un réel x tel que e* =m dxeR, e"=m
Pour tout réel x, la valeur absolue de x est positive. VxeR,|x| >0
L’équation x> = 25 admet [au moins] une solution JxeR, x> =25
La fonction f est nulle sur R Vx€R, f(x)=0
La fonction f ne s’annule jamais sur R VxeR, f(x)#£0
La fonction f s’annule sur R IxeER, f(x)=0
La fonction f n’est pas la fonction nulle IxeR, f(x)#0
Exemple 2.3
Exemples Vérité Explications
VxeR, x>0 Vrai Soit x € R. On a toujours x> > 0.
VneN,n—32>0 Faux Ilexisten=2telquen—3=—1<0.
JxeR, x2=4 Vrai Il existe x = 2 (ou x = —2) tel que x> = 4.
JneN, =2 Faux L équation n> = 2 n’admet pas de solution entiére.
VxeR, x>0 Faux Ilexistex=—1€Rtelquex <0
IxeR, x>0 Vrai Ilexistex=1€Rtelque x >0

On peut intervertir deux quantificateurs V ou deux quantificateurs 3 mais on ne peut pas intervertir un
quantificateur V et un quantificateur 3 car les propositions obtenues n’ont pas la méme signification.

Exemples Vérité Explications
VxeR,dyeR, x>y Vrai Soitx € R. Il existe y =x+ 1 tel que x > y.
dIxeR, VyeR, x>y Faux S’il existe xg € R tel que Vy € R, xo > y.

alors en prenant y = xo + 1
on trouve xg > xo+ 1, c-a-d 0 > 1. Absurde.




2.2

Négation des quantificateurs

Proposition 2.4 Soient E,F deux ensembles, £2(x) une proposition dépendant de la variable x, avec
x € E et 2(x,y) une proposition dépendant des variables x et y, avecx € E ety € F.

Assertion Négation
Vx € E, P(x) dx € E, non(Z(x))
W€ E, Z(x) Vx € E, non(Z(x))

Vx € E, Jy € F, 2(x,y)

Ax €E, Vy € F, non(2(x,y))

x€E,Vy€eF, 2(x,y)

(
Vx € E, Jy € F, non(2(x,y))

Exemples

Négation

Tous les éleves de la classe portent des lunettes

Il existe un éleve dans la classe qui ne porte pas de lunettes.

Il existe un chat qui n’est pas gris.

Tous les chats sont gris.

I eR, fx)=

VxeR, f(x)#£0

VreR, f(x) = (=)

I eR, f(x) # f(—x)

Vx€R, IyeR, y? >x

dxeR, VyeR, y? <x




