Mathématiques - ECG1 TD 09 - Logique (Correction)

TD 09 - LoGiQUE (CORRECTION)

Quantificateurs

Exercice 1 - Soit A = {26,13,5,28}. Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses.

1. Vke A, k<30 4. Jk € A, k est pair

2. dke A, k<30 5. 3k € A, k est un multiple de 4

3. Vk € A, k est pair 6. k€A, VneA k<n

Correction.
Proposition Vérité Explication

1 VkeA, k<30 Vrai Car 26, 13,5 et 28 sont tous < 30
2 dke A, k<30 Vrai Avec par exemple k =5 (ou k =13, ...)
3 Vk € A, k est pair Faux Car, k =13 € A n’est pas pair
4 Jk € A, k est pair Vrai Avec par exemple k = 26
5 Jk € A, k est un multiple de 4 Vrai Avec par exemple k = 28
6 dkeA, VneA, k<n Vrai Avec, par exemple k =5

Exercice 2 - Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier les affirmations vraies et
donner un contre-exemple pour les affirmations fausses.

1. VxeR, x>2 5. xeR, VyeR, x+y=1

2. 3neN,2<n<5 6. VxeR, IyeR, x+y=1

3. xeR, ¥ >x 7. xeR, VyeR, x+y=1

4. Vx>0,3y>0,y<x 8. dxeR, IyeR, x+y=1

Correction.
Proposition Vérité Explication

1 VxeR, x>2 Faux Contre-ex : x =1
2 dneN,2<n<5 Vrai Par exemple, n =3 (oun =4)
3 Vx €R, 2>x Faux Contre—ex:x:%carx2:%<x:%
4 Vx>0,3y>0,y<x Vrai Soitx > 0. Il existe y = 3 > 0, tel que y < x.
5 VxeR, VyeR, x+y=1 Faux Contre-ex : x=y=0
6 VxeR,yeR, x+y=1 Vrai SoitxeR. llexistey=1—xtelquex+y=1.
7 IxeR, VyeR, x+y=1 Faux ™)
8 dxeR, IyeR, x+y=1 Vrai Par exemple, x =0ety =1

(*) Par I’absurde, supposons qu’il existe xo € R tel que pour tout y € R, on a xo +y = 1. Alors, en prenant
y =0, on obtient xy) = 1. Mais en prenant y = 1, on obtient xy) = 0. Absurde. |
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Exercice 3 - Soit f : R — R une fonction. Ecrire 4 I’aide des quantificateurs les propositions suivantes.
1. Il existe un nombre réel supérieur ou égal a 2.

2. L’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans R.
3. L’équation f(x) =0 n’a pas de solution sur R.
4. Tous les nombres réels positifs sont le carré d’au moins un nombre réel.
5. Certains nombres réels sont strictement supérieurs a leur carré.
6. La fonction f ne prend pas de valeur négative.
Correction.
Proposition Avec les quantificateurs
1 Il existe un nombre réel supérieur ou égal a 2. dIxeR, x>2
2 L’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans R. JxeR, f(x)=0
3 L’équation f(x) = 0 n’a pas de solution sur R. VxeR, f(x)#£0
4 Tous les nombres réels positifs sont le carré d’au moins un nombre réel. Vx>0, 3aeR, x=d°
5 Certains nombres réels sont strictement supérieurs a leur carré. xR, x>x°
6 La fonction f ne prend pas de valeur négative. VxeR, f(x) =0
]
Exercice 4 - Ecrire la négation des propositions suivantes.
1. Vxel, x> 18 5.3xeC, (x¢gAetxcF)
2. 3xel, x> 18 6. Vz € [1,10], g(z) > f(z)
3. dy€]—0o0,2], h(y) =0 7.VZ€B, (z¢F=z7€A)
4. (IxeR, x+1=0)et (IxeR, x+2=0) 8. VxeZ, IyeZ |x—yl <1

Correction.

Proposition Négation
1 Vxel, x> 18 dxel, x<18
2 dIxel, x> 18 Vxel, x<18
3 Ay €] —,2], h(y) =0 Vy €] —e0,2], h(y) #0

4 (IxeR, x+1=0)et(IxeR, x+2=0) (VxeR, x+1#£0)ou (VxeR, x+2#£0)

5 IxeC, (xgAetxeF) VxeC, (xEAoux¢gF)
6 vz € [1,10[, g(z) > f(2) Jz € [1,10], g(z) < f(2)
7 VZEB, (z¢F =z€A) dz€B, (z€FetzgA)
8 VxeZ,IyeZ, x—y| <1 IxeZ, VyeZ, |x—y| =1
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Connecteurs logiques

Exercice 5 — Réécrire sous la forme “Si ... alors ...” (=) les propositions suivantes et dire si elles sont

vraies ou fausse.

1. Pour étre un multiple de 6, il est nécessaire d’étre un multiple de 3.
2. Pour étre un multiple de 6, il est suffisant d’étre un multiple de 3.
3. Pour que x+ 2 > 3, il faut que x soit positif ou nul.

4. Pour que x+ 2 > 3, il suffit x soit positif ou nul.

Correction.

Proposition Vérité Explications
1 Si k est un multiple de 6 alors k est un multiple de 3 Vrai Sik=6 xgqalors k=3 x (2q)
2 Si k est un multiple de 3 alors k est un multiple de 6 Faux Contre-ex : 9 est multiple de 3 mais pas de 6
3 Six+2>3alorsx>0 Vrai Six+2>3alorsx>1>0
4 Six>0alorsx+2>3 Faux Contre-ex:xz%car%>Omais%+2<3
|

Exercice 6 — Soient x et y deux nombres réels. Donner la réciproque et la contraposée des propositions

suivantes.

L. xy#0=x#0ety#0
2. x¢[1,2[= (x<1loux?>4)

Correction.

Proposition Réciproque Contraposée
1 xy#0=x#0ety#0 x#0ety#0=xy#0 x=0o0uy=0=xy=0
2 | xg[12[=(x<loux’>24) | x<loux?>4)=x¢[1,2] | (x=letx’*<d=x€]l,2]

Exercice 7 - Soient a et b des nombres réels et x un nombre réel non nul. Relier les propositions & et 2
suivantes avec le bon connecteur logique, soit “donc” soit “<”, pour que I’assertion finale soit vraie.

Correction.

& Connecteur logique 2 Explications
x=3 donc =9 Le sens < est faux (contre-ex: x = —3 car x> = 9 mais x # 3)
x=2 & % < % En utilisant la décroissante de x —> % sur R% ou R*
a>0etb>0 donc ab >0 Le sens < est faux (contre-ex : a=—1letb=—1carab=1> 0 mais a < 0)
e"=1 & x=0 caret=1<x=In(1)=0
x>1 donc In(x) existe Le sens <« est faux (contre-ex : x = 3 alors /n(x) existe mais x < 1)
az=0 & Va’=a




