DS 1

Exercice 1 = Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Résoudre I’équation 2x” — 3x — 2 = 0 d’inconnue x € R.
L’équation 2x™ — 3x — 2 = 0 est une équation de second degré. Pour la résoudre, on commence
par calculer son discriminant qui est donné par

A=(=3)"-4x2x(-2)=9+16=25

Comme A > 0, I’équation admet deux solutions réelles données par
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Donc, finalement, 1’équation 2x* = 3x— 2 = 0 admet deux solutions réelles données par 2 et
1

.
A =v200 +4V72 - 5v/32
=vV2x100+4V36x2-5V16x2
=v/100 X V2 + 4v/36 x V2 = 516 x V2
=10V2 +4X6XV2-5%x4%xV2
=10vV2 +24v2 - 20V2
=142

3. Résoudre de maniére graphique puis de maniére calculatoire I’inéquation |x—3| > 2 d’inconnue
x€R.
* Résolution graphique.
* Résolution analytique. Soit x € R.

[x=3]>2 < x-3<-2 ou x-3<2 < x<1 ou x>5

Donc I’ensemble des solutions de 1’inéquation |x — 3| > 2 est donné par S =] —
00, 1[U]5,+00][
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x+1>0et —x+9>0
x>—-let —x>-9
x>—-letx<9
xe]-1,9]
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In(x+1)<In(—x+9) e x+1<-x+9
< 2x<10

< x<5

Donc S=]-1;5]

xe€Df <= x#+0etx—3%0
= x+0erx+3

Df =R—{0;3}

De méme f est dérivable sur R — {0;3}
I i 1

f' de la forme (w+ %) =w + = arec
w(x)=)1—c u(x)=1+x V(x)=x-3
w'(x) = —é W(x)=1 Vi(x) =1

V.XEDf

I 1 IX(x=3)—(1+x)X%x1
P == x( ()3_3()2* )X
v 1 4
PO=-5+

x€D, < ¥ =3x+220
On étudie le signe de x X7 = 3x+2

A=(=3)"—4x1x2=1>0

_3-VT
X1 = ) =
3+V1
Xy = > =2

Le polyndme est positif a I’extérieur des racines donc D, =] —00; 1]U[2; +0o[ Domaine
de dérivabilité: ] — oo, 1[U]2;+00]
I
u

¢ de la Forme (Vi)' = avec  u(x) =x" —3x+2
2/u

u'(x) =2x-3
I 2x—-3
§(x) =———=
2Vx? =3x+2
x€D, = -2x+8>0

= —2x>-8

— X<_—8
-2
= x<4
Dh=]—00;4[

Domaine de dérivabilité: ] — co;4[
h' de 1a forme (In(u))' = = avec u(x) = —2x+ 8 et u'(x) = =2

ey _ =2
Donc h(x) =%




7. R est symétrique par rapport a 0

k(—x) — e:—e_ _e = _ e _ —f(X)

—x)2+1 2+l x+1
Donc la fonction est impaire




Exercice 2 - On consideére le polyndme P, défini par,
VxeR, P(x):x3—2x2—x+2

1. Montrer que 1 est une racine du polyndme P.
Ona
P(1)=1"-2x1"=1+2=0

Donc 1 est une racine du polyndme P.
2. Déterminer le polyndme Q € R[x] tel que

Vx€R, P(x) =(x—-1)0(x).

Effectuons la division euclidienne du polyndéme P par le polynéme x +— x — 1.

)c3—2)c2 —x+2|x—1
—xX +x X —x=2

2
-x —x
2
X —=x
—-2x+2
2x—=2

0

Comme le reste de cette division euclidienne est nulle, on obtient que,
Vx eR, P(x) = (x—1)0(x)
ot le polynéme Q est défini par
Vx€R, Q(x)=x2—x—2

3. Déterminer les racines éventuelles du polynome Q.
Le polynéme Q est un polynéme du second degré. On commence donc par calculer son
discriminant A qui vaut
A=(-1=4x1x(=2)=9

Comme A > 0, le polyndme Q admet deux racines réelles.
On obtient facilement que ces racines sot —1 et 2
4. En déduire le tableau de signe du polynéme P.

X —00 -1 1 2 +00
signe x + 1 - 0+ + +
signe x — 1 - - 0 + +
signe x —2 - - - 0 +
signe (x+1)(x—1)(x—2) -0 + 0 - 0 +

5. Donner I’ensemble de définition de la fonction f. Justifier.
la fonction f est définie sur R.

6. Montrer que la fonction f est ni paire, ni impaire.
Tout d’abord, on peut calculer que

£(1) = —2¢ I —

e Comme f(—1) # f(1), la fonction f n’est pas paire.
e Comme —f(—1) # f(1), la fonction f n’est pas impaire.



7. La fonction f est dérivable sur R, de la forme (uv)' = u'v+u' et sa dérivée est donnée par

Vx€R, f(x) = (3x2— 10x+9)x e + ((x3 —5x2+9x—7) xe
= (x3—2x2—x+2) xe'
=P(x)xe"

8. A I’aide des questions précédentes, dresser le tableau de variations de la fonction f sur R.

10.

Les limites ne sont pas demandées.
Comme la fonction exponentielle est positive, en utilisant le tableau de signe de P, on obtient
le tableau de signe suivant pour f " et donc le tableau de variations suivant pour f.

X —00 -1 1 2 +00
P(x) - 0 + 0 - 0 +
e + + + +
£1(x) - 0 + 0 - 0 +
S f(1) /
f — ~.
f(=1) f(2)

. Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point

d’abscisse 1.
La tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse 1 est la droite
d’équation
!
y=f(0)(x=0)+£(0).

Or,

f(0)=-7
Et pour la dérivé

!

f(0)=2
Donc, finalement, 1’équation de la tangente & la courbe représentative de la fonction f au
point d’abscisse —2 est donnée par

y=2(x-0)-7=2x-7

En quel-s point-s, la courbe représentative de la fonction f admet une tangente horizontale ?
La courbe représentative de la fonction f admet une tangente horizontale aux points
d’abscisses —1, 1 et 2 car ce sont les points ou la dérivée s’annule (et la dérivée corre-
spond donne le coefficient directeur de la tangente associée, et une droite est horizontale si et
seulement si son coefficient directeur est nul).



Exercice 3 = Python. Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Pour le programme donné ci-dessous, noter sur votre feuille, dans chaque case du tableau les
valeurs successives prises par les variables, et s’il y un affichage, écrire la valeur affichée.

Valeur de x | Valeur de y | Affichage
Lx L,y =27 Ligne 1 2 7
2y = x + 2 :
3 print (y**x) Ligne 2 2 4
¢ R Ligne 3 2 4 8
Ligne 4 4 4

2. Pour chaque valeur de x donnée, indiquer ce que le programme affiche.

1 #0n suppose la valeur

2 #de X connue X Affichage
3 1mport numpy as np

+ if x > 0 np.e 1

5 print (np.log(x))

s elif x == 0 : -1 -1

7 print (7)

8 else : 0 !

0 print (x**x2-2)

3. Déterminer ce qu’affiche le programme suivant.

1 def fct(a,b,c):
2 return (b**x2-4, a*xc)

4+ print(fct(1,2,3))

Python va afficher (0,3).

4. On considere la fonction (mathématique) g : R — R définie par

0 six<O0

Définir en Python cette fonction que 1’on appellera g et écrire la commande permettant

d’afficher la valuation de la fonction en x = 4.

1 import numpy as np

;3 def g(x):

4 if x<=0:

5 return (0)

6 else:

7 return (np.sqrt(x))

o print(g(4))




def meteo(a,b):
if (a+b)/2 >= 20:
return("chaud")
else:
return("froid")



Exercice 4 - 1. Résoudre le systeme dans le cas particulier ou m = 2.
Prenons m = 2 et raisonnons par équivalence pour résoudre le systeéme a I’aide du pivot de

Gauss.
x + vy 4+ z =3 x +y + z = 3
(SQ) 2x + y + z 2 = -y - z = —4 Ly, & L, —-2L,
x + y 4+ 2z =1 z = -2 Ly = Ly —L
Le systeme est échelonné on doit maintenant "remonter".
x +y + z = 3
(82) = y = 6
z = -2
11 suffit alors de substituer dans la premicre équation
x = -1
(82) < y = 6
z = -2

Le systeme posséde une unique solution (—1;6;—2).
2. Résoudre le systeme dans le cas particulier ou m = 1.
Prenons m = 1 et raisonnons par équivalence pour résoudre le systeme a I’aide du pivot de

Gauss.
x + y + z =2 x +y + z = 2

(S]) X + z = 1 — -y = -1 L2<—>L2—L1
x + y + z = 1 0 = 1 L3 g L3 — Ll

La derniere ligne nous permet de conclure que S n’a pas de solution.
3. Dans cette question, on suppose que m € R\{1}.
(a) Soitm € R\{1}. Raisonnons par équivalence pour résoudre le systeéme a ’aide du pivot

de Gauss.
x 4+ y + z = m+l x + y + z = m+l

(§,)1 mx + (m—-1l)y + z = m = -y + (1-m)z = -’ Ly & Ly—m
x + y + mz = 1 (m—1)z = -m Ly & L3 —1

(b) En déduire que le systeéme (S,,) admet une unique solution a déterminer (en fonction
du parametre m).
Soit m € R\{1}. D’apres la question précédente, on a,

x + y + Z = m+1
(S.) = — oy + (l=m)z = -m’
(m—-1)z = -m



Comme m € R\ {1} On peut donc diviser par m — 1 dans la derniére ligne

x + y + Z = m+1
2
Sw) = 3 -y + (I-mz = -m
— m
z - m—1
x + y + Z = m+1
_ m(1—m) 2
= y + == = m
— m
< - m—1
x + vy 4+ z = m+1
2
= 5 -y — m = -m
—_ m
S
x = —m2+1+%1
2
= 1y = m +m
_ m
L < = m—1

Donc le systeme admet une unique solution donnée par le triplet
m m
(—m2+ 1+ ——m’ +m,—)
m—1 m—1

Exercice 5 - .
(a) Vn = I,Zle ok = k" (somme de constantes) donc :

n

Vn > 1,2‘2‘_2" = ‘Z‘_kz" =S,

k=1i=1 k=1
(b) Dans la somme précédente, k € [1,n] eti € [1,k],donc 1 <i<k<n.
On peut donc écrire, en inversant I’ordre de sommation : Vn = 1,S, = er.’:l zZZiZk. Soit i € [1,n].
On a aprés factorisation par 2" :

Zl’:ﬂk =2 ZZ:,-ZH =2 ZZ:& zk_ 1
=2'x —“ff;
_ 21 (2n+1—l _ 1)
— 2n+1 _ 2i
Ainsi, Vnz1,8,=YL (2" -2).

(c) Soit n € N*. Par linéarité des sommes : S, = Y PR P 2.

La premiere somme est une somme de constantes, et la deuxieme est une somme géométrique.
Onadonc: Vn = 1,8, =n2™' =2y 12" = n2" —2(2" 1) = n2""' = 2" 42

Ainsi, Vn=1,5,=(n-1)2""+2.



