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Limites d’une suite

Suites convergentes
Définition 1.1 On dit qu’une suite (u,),en converge vers £ € R si

Ve >0, 3ng € N, Vn = ng, |u, — £ < €.
|, De maniére équivalente, on dit qu’une suite (u,),cN converge vers £ € R si
Ve >0, Ing €N, Vn > ng, u, € [{—¢€,0+ €]
Autrement dit, quel que soit le nombre réel € > 0 (aussi petit soit-il), a partir d’un certain rang (donné

par ng), tous les termes de la suite (i, Uny+1,--.) sont dans 'intervalle [¢ — €,£ + €], c’est-a-dire la
distance entre u,, et £ reste inférieure a €.

Un

no

Proposition 1.2 Soit (u,)sen une suite réelle. Si (uy)nen admet une limite alors celle-ci est unique. On

note

{= lim u, ou u, — / ou u,— ¢ — 0
n—s-4oo n—r+oo n——+oo

Définition 1.3 Soit (u,),en une suite réelle. Si la suite n’est pas convergente, on dit que la suite (uy),eN
diverge ou est divergente.

Exemple 1.4 Montrons que la suite (%) converge vers 0.

neN*

Soit € > 0. Posons ng = Léj + 1. Soit n € N tel que n > ng. Alors, on a Up
1 1 [
0<-<—<e¢ !
n no |
|
D | +e ol
onc, pour tout n > np, on au, = . € [—€,€|. Donc ]

1
lim — =0.
n—r+oo 1 —&




1.2

Exemple 1.5 Montrons que la suite (nlz) converge vers 0.
neN*

Soit € > 0. Posons ng = L\/gj + 1. Soit n € N tel que n > ng. Alors, on a

1 1
0< — < 5 <€
n ng
Donc, pour tout n > ng, on a u,, = niz € [—¢,¢€]. Donc
lim — =0

Suites divergeant vers I'infini
Définition 1.6 Soit (u,),en une suite réelle.
1. On dit que (u,)nen tend vers +oo, ce que 1’on note u, —+> +oo, lorsque :
n—y—oo

VA € R, dng € N,Vn > ng, u, > A.

2. On dit que (up)nen tend vers —oo, ce que I’on note uy, —+> —oo, lorsque :
n—s oo

VB € R,dny € N,Vn > ny, u, < B.

| Dire qu’une suite (1,),en tend vers +eo signifie que, quel que soit le réel A (aussi grand soit-il), on peut

trouver un rang (donné par ) & partir duquel tous les termes de la suite (1, #yy+1, - - ) sont supérieurs

aA.
U, Up

n
0 n
A
B
n

no
Exemple 1.7 Montrons que la suite (n),en tend vers +oo.

Soit A € R.
e SiA <0, alors, comme tous les termes de la suite sont positifs, on a directement que

il existe np = 0 € N tel que pour tout n > ng, u, > A.
e SiA >0.Posons ng = |A] + 1. Alors, pour tout n > ng, on a

U, =n=ng=A.

Donc, la suite (n),en tend vers oo,

Exemple 1.8 Montrons que la suite (n?),cn tend vers 4-oo.
SoitA € R.

. . u
e Si A < 0, alors, comme tous les termes de la suite sont "
positifs, on a directement que
il existe np = 0 € N tel que pour tout n > ng, u, > A.
A

e SiA > 0. Posons ng = L\/KJ + 1. Alors, pour tout > ny,
ona

Uy = nZ = I/l% = (\/X)Z =A.

Donc, la suite (n?),cn tend vers +oo.



2 Propriétés sur les limites
2.1 Lien avec les majorations/minorations

Proposition 2.1 Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (u,),en une suite convergeant vers ¢ € R. Utilisons la Définition 1.1 avec € = 1 > 0.
On obtient I’existence de ny € N tel que pour tout n > ny,

|y — 2] > 1 c-a-d {—1<u,<l+1.

Posons M = max(uy, .. ., Upg—1,L+1) et m = min(ug, ..., uny—1,{—1)

Alors, on obtient que, pour tout n > 0,
m<u, <M.

Donc (u,) est bornée. |

La réciproque est fausse ! La suite (—1)" est bornée mais n’est pas convergente (elle diverge).

Proposition 2.2 Soit (uy,),en une suite réelle.
e Si lim u, = +oo alors la suite (u,),cn est minorée, mais pas majorée.
n—soo

e Si lim u, = —oo alors la suite (u,),cn est majorée, mais pas minorée.
n—oo

La réciproque est fausse ! La suite (—2)" est minorée mais pas majorée mais elle ne tend pas vers +-co.

2.2 Suites extraites

n 0 1 2 3 4

Up uo Ui up u3 U4
Vn = Up+1 ui u us uq us
Wy = Up42 u us Ug us Ug
Ih = Up— . up Uuj up u3
Pn = Uzn uo u uq U ug
Fn = Up+1 ui us us uz Uug

Proposition 2.3 Si 1ir£ u, = ¢, alors toutes les suites extraites de (u,)nen tendent aussi vers £ :
n—s—+oo

lim wu, 1 =/ lim wuy iy =4 lim u,| =/ lim wup, =/ etc.
n—r—oo ntl ’ n—r—-oo 2 ’ n—stoo ! ! ’ n—+-oo 2n ’

La réciproque est fausse en général : si une suite extraite de (uy),cn admet une limite, cela ne veut pas
dire que (up),en admet une limite.

Exemple 2.4 Considérons la suite (u,),en définie par, pour toutn € N, u, = (—1)".
e La suite extraite (uz,)nen est donnée par, pour tout n € N, up, = 1. Donc la suite extraite (u2,)nen
converge vers 1.
e La suite extraite (ua,+1)nen est donnée par, pour tout n € N, up,y1 = —1. Donc la suite extraite
(42n+1)nen converge vers —1.
e Mais la suite (u,)nen e converge pas.



Proposition 2.5 Soit (uy),en une suite réelle. Si les suites extraites (12, )nen €t (42n+1)nen ont toutes les
deux la méme limite ¢, alors (u,)nen tend vers £.

2.3 Passage d la limite dans une inégalité

Alors ¢ < /5.

Proposition 2.6 Soient (uy)nen €t (Vn)nen deux suites réelles. On suppose que :
o (up)nen converge vers un réel ¢; ;

o (vn)nen converge vers un réel (5 ;
e pour toutn € N, u, < v, ouu, <v,.

Méme si I’inégalité sur les termes des suites est stricte, on n’obtient seulement une inégalité large sur

les limites.
3 Calculs de limite

3.1 Limite de référence

Pour calculer des limites, il faut d’abord connaitre les limites usuelles suivantes.

Limite Exemples Exemples
Puissance positive lim n? = +oo lim n* = foo lim n? = +oo
n—r+oo n—>+-oo n——-oo
. L 1 . . 7
Puissance négative lim — =0 lim — =0 lim n=' =0
n——+oo pé n—oo 1 n—s—+oo
Racine carrée Jim V= +oo
Exponentielle (a > 0) nng exp(an) = + ngIBm exp(n) =+ nLHEm exp(5) =+
1 1 a — o0 = (o o] i l = (o]
Logarithme (a > 0) ngrfw(ln(n)) =+ ngrfwln(n) =+ ngrfm(ln(n)) 3=+
Pour les suites géométriques, la limite dépend de la raison.
Raison Limite Exemples Exemples
. o . n__ . l n _ . _l n _
Steel=10 | fim ¢ =0 fim. () =0 Jdm (7s) =0
. . n_ . n_ e . S\E
Sig>1 Mg =t 2= Jim_ (3)" =+
1 — 1 n __ 1 n __
Slq_ ! ngqu =1 ngTwl =1
Sig>—1 (¢")nen diverge ((=1)")pen diverge ((=3)")pen diverge

3.2 Opération sur les limites

A partir des limites usuelles, on peut en déduire des nouvelles limites en effectuant des opérations sur les

limites.
Somme
Limite éventuelle de (i, + v, )nen lim u,=4¢ €R lim u, = 4o lim u, = —oo
n——oo n——+oo n—+oo
lim v, =/, €R b+ 0y +oo —oo
n—y+oo
lim v, = 400 +o0 Joo FI
n—r+oo
lim v, = —o0 —oo FI —o0
n——4oo




Ici, FI signifie forme indéterminée. Cela veut dire que 1’opération n’a pas de résultat général, il faudra

traiter les exemples au cas pas cas.

Pour la forme indéterminée « +oo — oo », il faut traiter au cas par cas.

lim n=+e et lim —n= —c mais lim (n—n)=0
n—s+oo n——+oo n——-oo

lim 2n=+o et lim —n=—c mais lim (2n—n) = +oo
n——+oo n——4oo n—s-+too

Multiplication par une constante non nulle a

Limite de (a x uy,) lim u,=¢€R lim u, = +o lim u, = —oo
n— o0 n——+-oeo n—r—4oo
Sia>0 ax/t 400 —o0
Sia<0 ax/t —oo o0
Produit
Limite éventuelle Iim u,=/¢; >0 Iim u,=/¢, <0 lim u, =0 lim u, = +oo lim u, = —oo
n——+oo n—-+oo n—-+oo n—r+oo n——+oo
de (uy X vy)
Iim v, =4, >0 0 —+oo —oo
n—+oo f] % (2
lim v, =4, <0 0 —o0 o0
n—y—+oo
lim v, =0 0 0 0 FI FI
n—y—+oo
lim v, = +o ~+o0 —oo FI —+oo —o0
n——+oo
lim v, = —o0 —oo +oo FI — oo 400
n——+oo
Pour la forme indéterminée « 0 X oo », il faut traiter au cas par cas.
lim %:0 et lim n=-+c  mais lim %xnzl
n——+oo n——+oo n—r—+oo
lim =0 et lim n? = +c  mais lim 1 xn? =+t
n—y—oo 1! n—+oo n—+oo 1t
lim 5 =0 et lim n=-+c  mais lim & xn=0
n——+oo 1 n—roo n—r-oo 1
Quotient
On suppose ici que, pour tout n € N, v, # 0.
Limite éyentuelle lim u,=4¢; >0 Iim u,=/¢, <0 lim u, =0 lim u, = +oo lim u, = —oo
d Uy n—s—+oo n—s—+oo n—-+too n—+oo n——+oo
(%)
lim Vp = 62 > 0 / 0 ~+o0 —o0
n—r—+oo 7]
‘ 14
lim v, =4, <0 0 — +oo
n—r+oo
lim v, = (0 +oco —o0 FI +oo oo
n—y—+oo
lim v, =0" —oo 400 FI o +oo
n——-oo
lim v, = £oo 0 0 0 FI FI
n——+oo




Pour la forme indéterminée « 0/0 », il faut traiter au cas par cas.

lim 1=0 et L

n—-oo M nng n mais
lim L=0 et lim L =0 mais
N——oo n—roo 1
lim %:0 et m L=0 mais
n—s—oco 1 n—s+oo

Pour la forme indéterminée « /0 », il faut traiter au cas par cas.

lim n=+c et

lim n=+c  mais lim — =1
n—r-+oo n——+oo n—+oo 1
lim n= 4o et lim n? = 4o  mais lim — =0
n—-+oo n—+oo n—+oop
. 2 . . . n2
lim n* =+ et lim n=+ec  mais lim — = +oo
n——+oo n——+oo n—+o n
Exemple 3.1
Suite Opération Raisonnement Limite
Uy, = nt+1 Somme limn? = +o et lim1 =0 lim u,, = +oo
n n—ro0 n—o n n—ro0
u, = —21In(n) Multip. par cte ’}Ln; In(n) =+oc0 et —2<0 ’}gigo Up = —°
uy, = nln(n) Produit nlgrolon = +oo et I}ilgoln(il) = +oo nlgrblo Uy = oo
n . . 2\ 2 .
un:(%) (1+r11) Produit ,}511,(?) =0car5€]—1,1] y}grt}ou,,:o
et lim 1 +% = 1 par somme
n—yoo
Uy, = e_\,{;il Quotient lim \/n = 4o et lime™™ =0 lim u, = —o
n—ro n—o0 n—yo0
Dong, lim(e™ —1) = —1
n—oo
Uy, = e,‘,{il Quotient nlgl\/ﬁ = +oo et lij:oe*” =0t ,}fgo U, = +oo

pour tout n € N, f(u,) est bien définie. Si,

lim u, = £ € RU{—co, 0} et
n—soo

lim f(x) = ot € RU{—o0, 400}
x—L

Proposition 3.2 — Composition de limites. Soit (u,),en une suite réelle et f une fonction telle que,

alors,
lim f(u,) = a.
n—oo
Exemple 3.3
Suite Opération Raisonnement Limite
u,=e " Composition lim —n=—oco et lim e*=0 limu, =0
n—o0 X—r—00 n—oo
Uy =4/2+ % Composition lim 2+ % =2 et lim/x=+2 lim u, = V2

n—oo x—2 n—oo




3.3

Résoudre une forme indéterminée

a) Croissances comparées

Il y a 4 formes indéterminées :
0 oo

« o0 — 00 » « 0 X 00 «6» «—»

(o]
Le théoreme suivant donne la résolution de ces formes indéterminées dans certains cas bien particuliers.

Proposition 3.4 — Croissances comparées. Soienta > 0,b>0etg>1.0na

1) ,}1_2}0 v 0 ii) r}gtgoq—n =0 (en part. r}l—{?oeﬁ = 0) 1ii) r}gtolo o

(In(n)) _ n? n® (Inn)*

On peut retenir que
(Inn)* << n’ << " (avec g > 1)

Lorsqu’on fait face a une forme indéterminée, le plus efficace est de factoriser par le terme dominant puis de

conclure en utilisant les croissances comparées.

Exemple 3.5
Suite FI Dom. Factorisation Limite
2 .
U, =n*—3n+2 400 — o0 n? u,,:nz(lf%+”%> lim u,, = 400
Nn—ro0
u, = In(n) —n’ 00 — o0 n U, =n’ (l";—z” — > lim u, = —oo
Nn—ro0
n .
u, =3"-2" +00 — o0 3" u, =3" <1 - (2) ) lim 1, = o0
- n—ro0
213 —5n+1 nd n (2 lz f %) ]
— — o n_ — n n- 3 —
Un = n2+1 oo n? Un 2 l+i2) nﬂ?l Up = +oo
n
_ e'4n = e e (1+3r) : _
NG - () ity = oo
n<
U, = n% « 0% % U, = ex In(n) li =1
n= n=exp (=, im u, =
n et
up=(n+1)e™ 0 x oo» e " u, = % + L lim u, =0
e © n—yo0
4o—n? —n? H 4a—n H 2,—N H
U, =n‘e 0 X oo » e lim n*e™ = lim N-<e lim u, =0
n—roo N—o n—oo

Exemple 3.6 Déterminer la limite suivante (si elle existe) :

. n?41In(n)+(—=1)"
lim
n—es 2" — 3 + (In(n))!2

e Evaluons la limite “a 1’oeil” pour comprendre si on est face 4 une FI ou pas.
Ona
lim n? +1In(n) +(—1)" = +e0 et lim 2" — 1° + (In(n))!'? = oo

n—soo n—soo
Donc, on est face a une FI de la forme « = ».

e Factorisons au numérateur et au dénominateur par le terme dominant.

On a, pour tout n € N,

n? (1 NI LV H)")

n“ n=

on ( - ,2% 4 (lnszl)lz)

Uy, =




o Ftudions la limite des termes non dominants.

Pour le numérateur, on a

. 1) 1)
lim % =0 par encadrement car pour tout n € N, ( n)
n—oo
lim 1"112” =0 par croissances comparées (n> gagne sur Inn)
n—oo
. 1 —1)n . -
donc lim 1+ nn(z'” 4 nZ) =1 par opération sur les limites
n—yoo
Pour le dénominateur, on a
N . .
lim 7 =0 par croissances comparées (2" gagne sur 1°)
n—o0
- ()" ; 4 n
lim “—;— =0 par croissances comparées (2" gagne sur Inn)
n—yoo
donc lim1-—%4; + (nm? _ 1 ar opération sur les limites
o o par op
n—o0

1y Oy
lim —
S () ]
-5+ 55

e Conclusion.

Par croissances comparées, on a

Donc finalement, par opérations sur les limites

Iimu,=0x1=0.
n—oo

b) Multiplication par la quantité conjuguée
Exemple 3.7 Déterminer la limite suivante (si elle existe) :

lim v+ 1—+/n
n—soco

e Evaluons la limite “a 1’oeil” pour comprendre si on est face 2 une FI ou pas.
Ona
lim vVn+1 = 4o et lim \/n = o0
n—oo

n—soo
Donc, on est face a une FI de la forme « 400 — o0 ».

e Multiplions par la quantité conjuguée pour déterminer la limite.
Pour tout n € N, on a

\/Im_\/ﬁ:(\/m_\/ﬁ)xx/n—&-l-l-\/ﬁ

Vn+1+y/n
_ (Wnt1—ym)(Vn+1+yn)
Vn+1+yn
~ ntl—n
SVt 1+
1
C Vntl+n

e Conclusion.

Finalement, on a

lim Va+1— /=0
Nn—yoo



3.4 Théorémes d’existence de limites
a) Théoréme d’encadrement

réelles. On suppose que
e pour toutn € N, v, < u, <w, (ou

seulement a partir d’un certain rang)

e et (Vy)nen et (Wy)nen convergent vers un méme réel £.
Alors (uy)nen converge également vers .

Proposition 3.8 — Existence de limite par encadrement. Soient (i) neN, (Vi )neN, (Wn )nen trois suites

Attention, cette proposition est différente de la Proposition 2.6, concernant le passage a la limite dans
une inégalité. Dans la Proposition 2.6, on suppose que toutes les suites convergent pour en déduire
une information sur leurs limite. Le théoréme d’encadement au contraire, sert a montrer qu’une suite
converge et donne la valeur de la limite.

Proposition 3.9 Soient (u,)nen et (vn)nen des suites réelles, avec pour tout n € N, v, > 0. On suppose

que

e pour tout n € N, |u,| < v, (ou seulement a partir d’un certain rang)

e (Vy)nen converge vers 0.

Alors (u,)nen converge également vers 0.

Exemple 3.10
Suite Encadrement Limite
pour tout n € N*, u, = % pour tout n € N*, 0 < u,, < % lir‘n u, =0
n—s—oo
1\ .
pour tout n € N*, u, = ( lp pour tout n € N*, |u,| < % LuE u, =0
n 0
2" - (%) :
pour toutn € N*, u, = Y e pour tout n € N*, i Sup < Iim u, =0
k=n+1 n—s-o0
(*) En effet, pour tout n € N* etk € {n...,2n}, ona
1 1 1
(2n)2 " k> " n?
Donc, en sommant, on obtient que
2n 1 2n 2n+1
n 1 1 1 n 1
Y i S L oSt amam
k=n+1 n n n k=n+1 k=n n n n

e [Majoration] Si v, — —oo, alors
n——+oo

Uy, —>r —oo.
n—>—+-o0

Proposition 3.11 — Existence de limite par majoration/minoration. Soient (u,),en et (v, )nen deux
suites réelles telles que pour tout n € N, u, < v, (ou seulement a partir d’un certain rang).

e [Minoration] Si u,, — oo, alors v, — oo,
n—r—+oo n—r+-oo

Exemple 3.12

Suite

Encadrement

Limite

pour tout n € N*, u, = (—1)"+In(n)

pour tout n € N*, u, > —1+1n(n)

lim u, = +oo
n—r—-o0

pour tout 7 € N, u, = —n> —e*"

pour tout n € N*, v, < —n?

lim wu, = —oo
n—r—oo




b) Théoréme de la limite monotone

Proposition 3.13 — Limite monotone.
1. Soit (un)nen une suite croissante.
e Si (u,)nen est majorée, alors elle converge.
e Sinon elle diverge vers +oco.
2. Soit (uy)nen une suite décroissante.
o Si (#,)nen est minorée, alors elle converge.
e Sinon elle diverge vers —co.

Cette proposition dit en particulier que :

e toute suite croissante admet une limite £ € RU {+oo} ;
e toute suite décroissante admet une limite £ € RU{—oo};

Exemple 3.14 On considere la suite réelle (uy),en+ définie par,
1 1
our toutn € N*,  u, = —_—
P " k; (k+1)!

1. Montrer que la suite (u,),en est majorée (on admettra que, pour tout k € N, (k-+1)! > 2F).

Soit k € N*. On a k! > 251, Donc, comme la fonction inverse est décroissante sur R%, on
obtient que 1 1

i < k-1
Donc, en sommant, on obtient que pour tout n € N*,

i 1 Z 1 o 1 1
Uy, = *é ﬁ: — = ]:2— 71<2
fr e 2 j=0 2 -3 2"

Donc, la suite (u,),en est majorée par 2.
2. Montrer que la suite (u,),en est croissante.

Soitn € N*. On a

n+1 1 noq 1
Upi| — Uy = —— —= >0
! ! k; k! ,; k' (n41)!

Donc, pour tout n € N*, u, < up4+ et la suite (u,)nen est croissante.

3. Montrer que la suite (u,),en converge.

La suite (u,),en est croissante et majorée donc, d’apres le théoreme de la limite monotone,
elle est convergente.

c) Suites adjacentes
Définition 3.15 Soient (u,)nen €t (Vi)nen deux suites réelles. On dit que les suites (uy)uen €t (Vo)nen
sont adjacentes lorsque

o la suite (u,)nen est croissante,

e la suite (v,)qen est décroissante,

e et la suite (u, — vy)uen tend vers 0.

Proposition 3.16 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.

Exemple 3.17 On considere (u,)nen+ et (v;)nen+ deux suites réelles définies par

L | 1
un:Z— et v,,zu,,—l—;

Montrer que les deux suites convergent.



Montrons que les deux suites sont adjacentes.

e La suite (u,),en+ est croissante car, pour tout n € N*,
n+1 1
|

| 1
pourtoutn € N, wu,y1 —u, = — — —=——20.
! ! ggk. ggk! (n41)!

e La suite (v,)qen+ est décroissante car, pour tout n € N*,

L] L, 2 L1/ 2 N1 1-n_,
Vpil —Vn =lps] + ———— gy — = = — [ ]| = — >
o o (n+1)! n! (m+1)! n! ! \n+1 n! n+1

e La suite (1, — vy, )nen tend vers O car, pour tout n € N*,

1
Uy —vp=———0
n!
Donc, les deux suites (i, )nen* €t (vi)nen+ sont adjacentes, donc convergent (vers une méme
limite).



