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1 Limites d’une suite

1.1 Suites convergentes

Définition 1.1 On dit qu’une suite (un)n2N converge vers ` 2 R si

8e > 0, 9n0 2 N, 8n > n0, |un � `|6 e.
! De manière équivalente, on dit qu’une suite (un)n2N converge vers ` 2 R si

8e > 0, 9n0 2 N, 8n > n0, un 2 [`� e,`+ e]

Autrement dit, quel que soit le nombre réel e > 0 (aussi petit soit-il), à partir d’un certain rang (donné

par n0), tous les termes de la suite (un0
,un0+1, . . .) sont dans l’intervalle [`� e,`+ e], c’est-à-dire la

distance entre un et ` reste inférieure à e .

un

n

`

n0

`+ e

`� e

Proposition 1.2 Soit (un)n2N une suite réelle. Si (un)n2N admet une limite alors celle-ci est unique. On

note

`= lim
n!+•

un ou un �!
n!+•

` ou un � ` �!
n!+•

0

Définition 1.3 Soit (un)n2N une suite réelle. Si la suite n’est pas convergente, on dit que la suite (un)n2N

diverge ou est divergente.

Exemple 1.4 Montrons que la suite
�

1

n
�

n2N⇤ converge vers 0.

Soit e > 0. Posons n0 = b 1

e c+1. Soit n 2 N tel que n > n0. Alors, on a

0 <
1

n
6 1

n0

6 e

Donc, pour tout n > n0, on a un =
1

n 2 [�e,e]. Donc

lim
n!+•

1

n
= 0.

un

n
b 1

e c+1
1

e

+e

�e



Exemple 1.5 Montrons que la suite

⇣
1

n2

⌘

n2N⇤
converge vers 0.

Soit e > 0. Posons n0 = b
q

1

e c+1. Soit n 2 N tel que n > n0. Alors, on a

0 <
1

n2
6 1

n2

0

6 e

Donc, pour tout n > n0, on a un =
1

n2
2 [�e,e]. Donc

lim
n!+•

1

n2
= 0.

1.2 Suites divergeant vers l’infini

Définition 1.6 Soit (un)n2N une suite réelle.

1. On dit que (un)n2N tend vers +•, ce que l’on note un �!
n!+•

+•, lorsque :

8A 2 R, 9n0 2 N,8n > n0, un > A.

2. On dit que (un)n2N tend vers �•, ce que l’on note un �!
n!+•

�•, lorsque :

8B 2 R,9n0 2 N,8n > n0, un 6 B.

! Dire qu’une suite (un)n2N tend vers +• signifie que, quel que soit le réel A (aussi grand soit-il), on peut

trouver un rang (donné par n0) à partir duquel tous les termes de la suite (un0
,un0+1, . . .) sont supérieurs

à A.

un

n

A

n0

un

n

B

n0

Exemple 1.7 Montrons que la suite (n)n2N tend vers +•.

Soit A 2 R.

• Si A < 0, alors, comme tous les termes de la suite sont positifs, on a directement que

il existe n0 = 0 2 N tel que pour tout n > n0, un > A.

• Si A > 0. Posons n0 = bAc+1. Alors, pour tout n > n0, on a

un = n > n0 > A.

Donc, la suite (n)n2N tend vers +•.

Exemple 1.8 Montrons que la suite (n2)n2N tend vers +•.

Soit A 2 R.

• Si A < 0, alors, comme tous les termes de la suite sont

positifs, on a directement que

il existe n0 = 0 2 N tel que pour tout n > n0, un > A.

• Si A > 0. Posons n0 = b
p

Ac+1. Alors, pour tout n > n0,

on a

un = n2 > n2

0 > (
p

A)2 = A.

Donc, la suite (n2)n2N tend vers +•.

un

n

A

b
p

Ac+1
p

A



2 Propriétés sur les limites

2.1 Lien avec les majorations/minorations

Proposition 2.1 Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (un)n2N une suite convergeant vers ` 2 R. Utilisons la Définition 1.1 avec e = 1 > 0.

On obtient l’existence de n0 2 N tel que pour tout n > n0,

|un � `|> 1 c-à-d `�1 6 un 6 `+1.

Posons M = max(u0, . . . ,un0�1,`+1) et m = min(u0, . . . ,un0�1,`�1)

Alors, on obtient que, pour tout n > 0,

m 6 un 6 M.

Donc (un) est bornée. ⌅

! La réciproque est fausse ! La suite (�1)n
est bornée mais n’est pas convergente (elle diverge).

Proposition 2.2 Soit (un)n2N une suite réelle.

• Si lim
n!•

un =+• alors la suite (un)n2N est minorée, mais pas majorée.

• Si lim
n!•

un =�• alors la suite (un)n2N est majorée, mais pas minorée.

! La réciproque est fausse ! La suite (�2)n
est minorée mais pas majorée mais elle ne tend pas vers +•.

2.2 Suites extraites

n 0 1 2 3 4 . . .

un u0 u1 u2 u3 u4 . . .

vn = un+1 u1 u2 u3 u4 u5 . . .

wn = un+2 u2 u3 u4 u5 u6 . . .

tn = un�1 – u0 u1 u2 u3 . . .

pn = u2n u0 u2 u4 u6 u8 . . .

rn = u2n+1 u1 u3 u5 u7 u9 . . .

Proposition 2.3 Si lim
n!+•

un = `, alors toutes les suites extraites de (un)n2N tendent aussi vers ` :

lim
n!+•

un+1 = `, lim
n!+•

un+2 = `, lim
n!+•

un�1 = `, lim
n!+•

u2n = `, etc.

! La réciproque est fausse en général : si une suite extraite de (un)n2N admet une limite, cela ne veut pas

dire que (un)n2N admet une limite.

Exemple 2.4 Considérons la suite (un)n2N définie par, pour tout n 2 N, un = (�1)n
.

• La suite extraite (u2n)n2N est donnée par, pour tout n 2 N, u2n = 1. Donc la suite extraite (u2n)n2N

converge vers 1.

• La suite extraite (u2n+1)n2N est donnée par, pour tout n 2 N, u2n+1 = �1. Donc la suite extraite

(u2n+1)n2N converge vers �1.

• Mais la suite (un)n2N ne converge pas.



Proposition 2.5 Soit (un)n2N une suite réelle. Si les suites extraites (u2n)n2N et (u2n+1)n2N ont toutes les

deux la même limite `, alors (un)n2N tend vers `.

2.3 Passage à la limite dans une inégalité

Proposition 2.6 Soient (un)n2N et (vn)n2N deux suites réelles. On suppose que :

• (un)n2N converge vers un réel `1 ;

• (vn)n2N converge vers un réel `2 ;

• pour tout n 2 N, un 6 vn ou un < vn.

Alors `1 6 `2.

! Même si l’inégalité sur les termes des suites est stricte, on n’obtient seulement une inégalité large sur

les limites.

3 Calculs de limite

3.1 Limite de référence

Pour calculer des limites, il faut d’abord connaître les limites usuelles suivantes.

Limite Exemples Exemples

Puissance positive lim
n!+•

na =+• lim
n!+•

n4 =+• lim
n!+•

n
3

2 =+•

Puissance négative lim
n!+•

1

na = 0 lim
n!+•

1

n3
= 0 lim

n!+•
n�7 = 0

Racine carrée lim
n!+•

p
n =+•

Exponentielle (a > 0) lim
n!+•

exp(an) = +• lim
n!+•

exp(n) = +• lim
n!+•

exp( n
2
) = +•

Logarithme (a > 0) lim
n!+•

(ln(n))a =+• lim
n!+•

ln(n) = +• lim
n!+•

(ln(n))
1

3 =+•

Pour les suites géométriques, la limite dépend de la raison.

Raison Limite Exemples Exemples

Si q 2]�1,1[ lim
n!+•

qn = 0 lim
n!+•

�
1

7

�n
= 0 lim

n!+•

�
� 1

8

�n
= 0

Si q > 1 lim
n!+•

qn =+• lim
n!+•

2
n =+• lim

n!+•

�
5

4

�n
=+•

Si q = 1 lim
n!+•

qn = 1 lim
n!+•

1
n = 1

Si q >�1 (qn)n2N diverge ((�1)n)n2N diverge ((�3)n)n2N diverge

3.2 Opération sur les limites

À partir des limites usuelles, on peut en déduire des nouvelles limites en effectuant des opérations sur les

limites.

Somme

Limite éventuelle de (un + vn)n2N lim
n!+•

un = `1 2 R lim
n!+•

un =+• lim
n!+•

un =�•

lim
n!+•

vn = `2 2 R `1 + `2 +• �•

lim
n!+•

vn =+• +• +• FI

lim
n!+•

vn =�• �• FI �•



Ici, FI signifie forme indéterminée. Cela veut dire que l’opération n’a pas de résultat général, il faudra

traiter les exemples au cas pas cas.

! Pour la forme indéterminée « +•�• », il faut traiter au cas par cas.

lim
n!+•

n =+• et lim
n!+•

�n =�• mais lim
n!+•

(n�n) = 0

lim
n!+•

2n =+• et lim
n!+•

�n =�• mais lim
n!+•

(2n�n) = +•

Multiplication par une constante non nulle a

Limite de (a⇥un) lim
n!+•

un = ` 2 R lim
n!+•

un =+• lim
n!+•

un =�•

Si a > 0 a⇥ ` +• �•

Si a < 0 a⇥ ` �• +•

Produit

Limite éventuelle
de (un ⇥ vn)

lim
n!+•

un = `1 > 0 lim
n!+•

un = `1 < 0 lim
n!+•

un = 0 lim
n!+•

un =+• lim
n!+•

un =�•

lim
n!+•

vn = `2 > 0

`1 ⇥ `2

0 +• �•

lim
n!+•

vn = `2 < 0 0 �• +•

lim
n!+•

vn = 0 0 0 0 FI FI

lim
n!+•

vn =+• +• �• FI +• �•

lim
n!+•

vn =�• �• +• FI �• +•

! Pour la forme indéterminée « 0⇥• », il faut traiter au cas par cas.

lim
n!+•

1

n = 0 et lim
n!+•

n =+• mais lim
n!+•

1

n ⇥n = 1

lim
n!+•

1

n = 0 et lim
n!+•

n2 =+• mais lim
n!+•

1

n ⇥n2 =+•

lim
n!+•

1

n2 = 0 et lim
n!+•

n =+• mais lim
n!+•

1

n2 ⇥n = 0

Quotient

On suppose ici que, pour tout n 2 N, vn 6= 0.

Limite éventuelle
de

⇣
un
vn

⌘ lim
n!+•

un = `1 > 0 lim
n!+•

un = `1 < 0 lim
n!+•

un = 0 lim
n!+•

un =+• lim
n!+•

un =�•

lim
n!+•

vn = `2 > 0 `1

`2

0 +• �•

lim
n!+•

vn = `2 < 0 0 �• +•

lim
n!+•

vn = 0
+ +• �• FI +• �•

lim
n!+•

vn = 0
� �• +• FI �• +•

lim
n!+•

vn =±• 0 0 0 FI FI



! Pour la forme indéterminée « 0/0 », il faut traiter au cas par cas.

lim
n!+•

1

n = 0 et lim
n!+•

1

n = 0 mais lim
n!+•

1

n
1

n
= 1

lim
n!+•

1

n = 0 et lim
n!+•

1

n2 = 0 mais lim
n!+•

1

n
1

n2

=+•

lim
n!+•

1

n2 = 0 et lim
n!+•

1

n = 0 mais lim
n!+•

1

n2

1

n
= 0

! Pour la forme indéterminée « •/• », il faut traiter au cas par cas.

lim
n!+•

n =+• et lim
n!+•

n =+• mais lim
n!+•

n
n
= 1

lim
n!+•

n =+• et lim
n!+•

n2 =+• mais lim
n!+•

n
n2

= 0

lim
n!+•

n2 =+• et lim
n!+•

n =+• mais lim
n!+•

n2

n
=+•

Exemple 3.1

Suite Opération Raisonnement Limite

un = n2 + 1

n Somme lim
n!•

n2 =+• et lim
n!•

1

n = 0 lim
n!•

un =+•

un =�2ln(n) Multip. par cte lim
n!•

ln(n) = +• et �2 < 0 lim
n!•

un =�•

un = n ln(n) Produit lim
n!•

n =+• et lim
n!•

ln(n) = +• lim
n!•

un =+•

un =
�

2

3

�n �
1+ 1

n
�

Produit lim
n!•

�
2

3

�n
= 0 car

2

3
2]�1,1[

et lim
n!•

1+ 1

n = 1 par somme

lim
n!•

un = 0

un =
p

n
e�n�1

Quotient lim
n!•

p
n =+• et lim

n!•
e
�n = 0

Donc, lim
n!•

(e�n �1) =�1

lim
n!•

un =�•

un =
p

n
e�n�1

Quotient lim
n!•

p
n =+• et lim

n!•
e
�n = 0

+
lim
n!•

un =+•

Proposition 3.2 — Composition de limites. Soit (un)n2N une suite réelle et f une fonction telle que,

pour tout n 2 N, f (un) est bien définie. Si,

lim
n!•

un = ` 2 R[{�•,+•} et lim
x!`

f (x) = a 2 R[{�•,+•}

alors,

lim
n!•

f (un) = a.

Exemple 3.3

Suite Opération Raisonnement Limite

un = e
�n

Composition lim
n!•

�n =�• et lim
x!�•

e
x = 0 lim

n!•
un = 0

un =
q

2+ 1

n Composition lim
n!•

2+ 1

n = 2 et lim
x!2

p
x =

p
2 lim

n!•
un =

p
2



3.3 Résoudre une forme indéterminée

a) Croissances comparées

Il y a 4 formes indéterminées :

« +•�• » « 0⇥• » «
0

0
» «

•
•

»

Le théorème suivant donne la résolution de ces formes indéterminées dans certains cas bien particuliers.

Proposition 3.4 — Croissances comparées. Soient a > 0,b > 0 et q > 1. On a

i) lim
n!•

(ln(n))
nb = 0 ii) lim

n!•

nb

qn = 0
�
en part. lim

n!•

nb

ean = 0
�

iii) lim
n!•

(lnn)a

qn = 0

! On peut retenir que

(lnn)a << nb << qn (avec q > 1)

Lorsqu’on fait face à une forme indéterminée, le plus efficace est de factoriser par le terme dominant puis de

conclure en utilisant les croissances comparées.

Exemple 3.5

Suite FI Dom. Factorisation Limite

un = n2 �3n+2 +•�• n2 un = n2

⇣
1� 3

n +
2

n2

⌘
lim
n!•

un =+•

un = ln(n)�n5 +•�• n5 un = n5

⇣
lnn
n2

�1

⌘
lim
n!•

un =�•

un = 3
n �2

n +•�• 3
n un = 3

n
⇣

1�
�

3

2

�n
⌘

lim
n!•

un =+•

un =
2n3�5n+1

n2+1

•
•

n3

n2
un =

n3

⇣
2� 5

n2
+ 1

n3

⌘

n2

⇣
1+ 1

n2

⌘ lim
n!•

un =+•

un =
e

n+n
n2+1

•
•

e
n

n2
un =

e
n(1+ n

en )
n2

⇣
1+ 1

n2

⌘ lim
n!•

un =+•

un = n
1

n « ••
» un = exp

⇣
ln(n)

n

⌘
lim
n!•

un = 1

un = (n+1)e�n
0⇥• » e

�n un =
n
en + 1

en lim
n!•

un = 0

un = n4
e
�n2

0⇥• » e
�n2

lim
n!•

n4
e
�n2

= lim
N!•

N2
e
�N

lim
n!•

un = 0

Exemple 3.6 Déterminer la limite suivante (si elle existe) :

lim
n!•

n2 + ln(n)+(�1)n

2n �n5 +(ln(n))12

• Évaluons la limite “à l’oeil” pour comprendre si on est face à une FI ou pas.

On a

lim
n!•

n2 + ln(n)+(�1)n =+• et lim
n!•

2
n �n5 +(ln(n))12 =+•

Donc, on est face à une FI de la forme «
•
• ».

• Factorisons au numérateur et au dénominateur par le terme dominant.

On a, pour tout n 2 N,

un =
n2

⇣
1+ lnn

n2
+ (�1)n

n2

⌘

2n
⇣

1� n5

2n +
(lnn)12

2n

⌘



• Étudions la limite des termes non dominants.

Pour le numérateur, on a

lim
n!•

(�1)n

n = 0 par encadrement car pour tout n 2 N,
��� (�1)n

n

���6 1

n

lim
n!•

lnn
n2

= 0 par croissances comparées (n2
gagne sur lnn)

donc lim
n!•

1+ ln(n)
n2

+ (�1)n

n2
= 1 par opération sur les limites

Pour le dénominateur, on a

lim
n!•

n5

2n = 0 par croissances comparées (2n
gagne sur n5)

lim
n!•

(lnn)12

2n = 0 par croissances comparées (2n
gagne sur lnn)

donc lim
n!•

1� n5

2n +
(lnn)12

2n = 1 par opération sur les limites

Donc

lim
n!•

1+ lnn
n2

+ (�1)n

n2

1� n5

2n +
(lnn)12

2n

=
1

1
= 1

• Conclusion.

Par croissances comparées, on a

lim
n!•

n2

2n = 0

Donc finalement, par opérations sur les limites

lim
n!•

un = 0⇥1 = 0.

b) Multiplication par la quantité conjuguée

Exemple 3.7 Déterminer la limite suivante (si elle existe) :

lim
n!•

p
n+1�

p
n

• Évaluons la limite “à l’oeil” pour comprendre si on est face à une FI ou pas.

On a

lim
n!•

p
n+1 =+• et lim

n!•

p
n =+•

Donc, on est face à une FI de la forme « +•�• ».

• Multiplions par la quantité conjuguée pour déterminer la limite.

Pour tout n 2 N, on a

p
n+1�

p
n = (

p
n+1�

p
n)⇥

p
n+1+

p
np

n+1+
p

n

=
(
p

n+1�
p

n)(
p

n+1+
p

n)p
n+1+

p
n

=
n+1�np
n+1+

p
n

=
1p

n+1+
p

n

• Conclusion.

Finalement, on a

lim
n!•

p
n+1�

p
n = 0



3.4 Théorèmes d’existence de limites

a) Théorème d’encadrement

Proposition 3.8 — Existence de limite par encadrement. Soient (un)n2N,(vn)n2N,(wn)n2N trois suites

réelles. On suppose que

• pour tout n 2 N, vn 6 un 6 wn (ou seulement à partir d’un certain rang)

• et (vn)n2N et (wn)n2N convergent vers un même réel `.
Alors (un)n2N converge également vers `.

! Attention, cette proposition est différente de la Proposition 2.6, concernant le passage à la limite dans

une inégalité. Dans la Proposition 2.6, on suppose que toutes les suites convergent pour en déduire

une information sur leurs limite. Le théorème d’encadement au contraire, sert à montrer qu’une suite

converge et donne la valeur de la limite.

Proposition 3.9 Soient (un)n2N et (vn)n2N des suites réelles, avec pour tout n 2 N, vn > 0. On suppose

que

• pour tout n 2 N, |un|6 vn (ou seulement à partir d’un certain rang)

• (vn)n2N converge vers 0.

Alors (un)n2N converge également vers 0.

Exemple 3.10

Suite Encadrement Limite

pour tout n 2 N⇤
, un =

e
�n

n pour tout n 2 N⇤
, 0 6 un 6 1

n lim
n!+•

un = 0

pour tout n 2 N⇤
, un =

(�1)n

n pour tout n 2 N⇤
, |un|6 1

n lim
n!+•

un = 0

pour tout n 2 N⇤
, un =

2n
Â

k=n+1

1

k2
pour tout n 2 N⇤

,
1

4n 6 un 6 1

n
(⇤)

lim
n!+•

un = 0

(⇤)
En effet, pour tout n 2 N⇤

et k 2 {n . . . ,2n}, on a

1

(2n)2
6 1

k2
6 1

n2

Donc, en sommant, on obtient que

2n

Â
k=n+1

1

4n2
=

n
4n2

=
1

4n
6

2n

Â
k=n+1

1

k2
6

2n+1

Â
k=n

1

n2
=

n
n2

=
1

n

Proposition 3.11 — Existence de limite par majoration/minoration. Soient (un)n2N et (vn)n2N deux

suites réelles telles que pour tout n 2 N, un 6 vn (ou seulement à partir d’un certain rang).

• [Minoration] Si un �!
n!+•

+•, alors vn �!
n!+•

+•.

• [Majoration] Si vn �!
n!+•

�•, alors un �!
n!+•

�•.

Exemple 3.12

Suite Encadrement Limite

pour tout n 2 N⇤
, un = (�1)n + ln(n) pour tout n 2 N⇤

, un >�1+ ln(n) lim
n!+•

un =+•

pour tout n 2 N, un =�n2 � e2n
pour tout n 2 N⇤

, vn 6�n2
lim

n!+•
un =�•



b) Théorème de la limite monotone

Proposition 3.13 — Limite monotone.

1. Soit (un)n2N une suite croissante.

• Si (un)n2N est majorée, alors elle converge.

• Sinon elle diverge vers +•.

2. Soit (un)n2N une suite décroissante.

• Si (un)n2N est minorée, alors elle converge.

• Sinon elle diverge vers �•.

! Cette proposition dit en particulier que :

• toute suite croissante admet une limite ` 2 R[{+•} ;

• toute suite décroissante admet une limite ` 2 R[{�•} ;

Exemple 3.14 On considère la suite réelle (un)n2N⇤ définie par,

pour tout n 2 N⇤, un =
n

Â
k=1

1

(k+1)!

1. Montrer que la suite (un)n2N est majorée (on admettra que, pour tout k 2 N, (k+1)! > 2
k).

Soit k 2 N⇤
. On a k! > 2

k�1
. Donc, comme la fonction inverse est décroissante sur R⇤

+, on

obtient que
1

k!
6 1

2k�1

Donc, en sommant, on obtient que pour tout n 2 N⇤
,

un =
n

Â
k=1

1

k!
6

n

Â
k=1

1

2k�1
=

n�1

Â
j=0

1

2 j =
1� 1

2n

1� 1

2

= 2� 1

2n�1
6 2

Donc, la suite (un)n2N est majorée par 2.

2. Montrer que la suite (un)n2N est croissante.

Soit n 2 N⇤
. On a

un+1 �un =
n+1

Â
k=1

1

k!
�

n

Â
k=1

1

k!
=

1

(n+1)!
> 0.

Donc, pour tout n 2 N⇤
, un 6 un+1 et la suite (un)n2N est croissante.

3. Montrer que la suite (un)n2N converge.

La suite (un)n2N est croissante et majorée donc, d’après le théorème de la limite monotone,

elle est convergente.

c) Suites adjacentes

Définition 3.15 Soient (un)n2N et (vn)n2N deux suites réelles. On dit que les suites (un)n2N et (vn)n2N

sont adjacentes lorsque

• la suite (un)n2N est croissante,

• la suite (vn)n2N est décroissante,

• et la suite (un � vn)n2N tend vers 0.

Proposition 3.16 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la même limite.

Exemple 3.17 On considère (un)n2N⇤ et (vn)n2N⇤ deux suites réelles définies par

un =
n

Â
k=0

1

k!
et vn = un +

1

n!

Montrer que les deux suites convergent.



Montrons que les deux suites sont adjacentes.

• La suite (un)n2N⇤ est croissante car, pour tout n 2 N⇤
,

pour tout n 2 N, un+1 �un =
n+1

Â
k=0

1

k!
�

n

Â
k=0

1

k!
=

1

(n+1)!
> 0.

• La suite (vn)n2N⇤ est décroissante car, pour tout n 2 N⇤
,

vn+1�vn = un+1+
1

(n+1)!
�un�

1

n!
=+

2

(n+1)!
� 1

n!
=

1

n!

✓
2

n+1
�1

◆
=

1

n!
⇥ 1�n

n+1
> 0

• La suite (un � vn)n2N tend vers 0 car, pour tout n 2 N⇤
,

un � vn =� 1

n!
! 0

Donc, les deux suites (un)n2N⇤ et (vn)n2N⇤ sont adjacentes, donc convergent (vers une même

limite).


